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Zadanie 1    

 

Rozważamy model regresji liniowej postaci iii bxaY  , 5,4,3,2,1i , gdzie a i b 

są nieznanymi parametrami rzeczywistymi,  5  ,3  ,1 54321  xxxxx , a i  są 

niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie normalnym o wartości 

oczekiwanej 0 i nieznanej wariancji 02  .  

Hipotezę 0:0 bH  przy alternatywie 0:1 bH  weryfikujemy testem o obszarze 

krytycznym postaci 



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

 c
b

̂

ˆ
, gdzie b̂  i ̂  są estymatorami największej 

wiarogodności parametrów b  i  , a stała c dobrana jest tak, aby test miał rozmiar 

0,05. Stała c jest równa              

 

A) 0,633 

 

(B) 1,027 

 

(C) 0,529 

  

(D) 0,776 

 

(E) 0,796 
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Zadanie 2 

 

Obserwujemy 9  niezależnych zmiennych losowych 921 ,,, XXX   o tym samym 

rozkładzie o gęstości  

𝑓𝜃(𝑥) = {
𝜃𝑥𝜃−1 𝑔𝑑𝑦  𝑥 ∈ (0,1)

0 𝑔𝑑𝑦 𝑥 ∉ (0,1)
 

gdzie  0  jest nieznanym parametrem. Rozważmy test jednostajnie najmocniejszy 

dla weryfikacji hipotezy 1:0 H  przy alternatywie 1:1 H  na poziomie istotności 

0,05. Moc tego testu przy alternatywie 𝜃 = 2  jest równa  (zaznacz najlepsze 

przybliżenie) 

 

(A) 0,70 

 

(B) 0,30 

 

(C) 0,97 

 

(D) 0,41 

 

(E) 0,59 
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Zadanie 3 

 

W urnie znajduje się trzydzieści kul, na każdej narysowana jest litera i cyfra. Mamy  

 6 kul oznaczonych X1 

 10 kul oznaczonych Y1 

 8 kul oznaczonych X2 

 6 kule oznaczone Y2. 

Losujemy bez zwracania 12 kul. Niech 1YN  określa liczbę kul oznaczonych literą Y1 

wśród kul wylosowanych, a 2N   liczbę kul z cyfrą 2 wśród kul wylosowanych. 

Obliczyć  4| 21 NNVar Y . 

 

(A)     
16

23
  

 

(B) 
8

15
 

 

(C) 
4

11
 

 

(D) 1 

 

(E) 
2

3
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Zadanie 4  

 

Na podstawie próby losowej  101,..., XX , gdzie iX , 10,,1i , są niezależnymi 

zmiennymi losowymi o rozkładzie jednostajnym na przedziale ],0(   i 0  jest 

nieznanym parametrem, zbudowano przedział ufności dla parametru   na poziomie 

ufności 0,9 postaci  

],[ XX aTT ,  

gdzie XT  jest estymatorem największej wiarogodności parametru   na podstawie 

próby 101,..., XX .  

Następnie uzyskano niezależnie drugą próbę losową 151,...,YY  z tego samego rozkładu 

i zbudowano przedział ufności dla parametru   na poziomie ufności 0,9 postaci 

],[ XYXY bTT ,  

gdzie XYT  jest estymatorem największej wiarogodności parametru   na podstawie 

próby 151101 ,,,,..., YYXX  .  

 

Oblicz prawdopodobieństwo, że tak utworzone przedziały będą rozłączne. 

 

(A) 0 

 

(B) 0,06 

 

(C) 0,04 

  

(D) 0,12 

 

(E) 0,18 
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Zadanie 5  

 

Niech   mnn XXXX ,,,,, 21  , 1, nm , będzie próbką losową z rozkładu normalnego 

),( 2N , gdzie oba parametry są nieznane. Bezpośrednio dostępne są tylko obserwacje 

nXXX ,,, 21  , ale dodatkowo znamy średnią 






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mn

i

imn X
nm

X
1

1
. Budujemy estymator 

nieobciążony parametru 2  postaci  
2

1





n

i

mni XXaT . Wtedy a jest równe   

 

(A)   
1

1

n
  

  

(B)   
1

1

m
 

  

(C)   
)1( 



mnn

mn
   

 

(D)   
)1( 



mnm

mn
 

 

(E)   
)1)(1( 



mnm

mn
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Zadanie 6   

 

 Niech ),( YX  będzie dwuwymiarową zmienną losową o funkcji gęstości  



 


przypadku. przeciwnym w0

1  i  0  i  0gdy    8
),(

22 yxxyxy
yxf  

Niech 
22

2

YX

X
V


  i 22 YXZ  . Wtedy   

 

(A) 𝐸𝑉 = 1/3 

 

(B) funkcja gęstości rozkładu brzegowego zmiennej V  wyraża się wzorem  

vvg 2)(   dla )1,0(v  

 

(C) funkcja gęstości rozkładu brzegowego zmiennej V  wyraża się wzorem               

1)( vg   dla  )1,0(v  

  

(D) 𝐸𝑍 = 1/3 

  

 

(E) funkcja gęstości rozkładu brzegowego zmiennej  Z  wyraża się wzorem  

1)( zh  dla )1,0(z  
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Zadanie 7 
 

Rozważamy łańcuch Markowa ,..., 21 XX  na przestrzeni stanów  0,1, 2  o macierzy 

przejścia 

1 1
0

2 2

1 3
0 ,

4 4

1 1 1

3 3 3

P

 
 
 
 
 
 
 
  

 

(gdzie   1P |ij n nP X j X i    dla , 0,1,2i j  ).  

Niech ,...,...,, 21 nZZZ  będzie ciągiem zmiennych losowych o wartościach w zbiorze 

 1,0 , niezależnych od siebie nawzajem i od zmiennych  ,...,...,, 21 nXXX , o  

jednakowym rozkładzie prawdopodobieństwa:  

 

3
P( 1)

4
iZ    i  

1
P( 0)

4
iZ   . 

 

Niech  iii XZY  . Wtedy  1lim P( )n n
n

Y Y 


  jest równy   

 

A) 
32

144
 

 

(B) 
57

144
 

 

(C) 
35

144
 

  

(D)  
26

144
 

 

(E)  
41

144
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Zadanie 8 

 

Zmienna losowa N ma rozkład Poissona o nieznanej wartości oczekiwanej  .   

Rozważamy losową liczbę zmiennych losowych  NXXX ,...,, 21 , przy czym zmienne 

losowe NXXX ,...,, 21  są niezależne wzajemnie i niezależne od zmiennej losowej N. 

Każda ze zmiennych iX  ma rozkład o gęstości danej wzorem: 

𝑓𝜃(𝑥) = {
2𝜃𝑥𝑒−𝜃𝑥2

𝑔𝑑𝑦  𝑥 > 0
0 𝑔𝑑𝑦  𝑥 ≤ 0

 

 

gdzie 0   jest nieznanym parametrem.  

Obserwujemy tylko te spośród zmiennych NXXX ,...,, 21 , które są większe od 5. Nie 

wiemy ile jest pozostałych zmiennych ani jakie są ich wartości. Przypuśćmy, że 

zaobserwowaliśmy sześć liczb i że suma ich kwadratów jest równa 300.  

Na podstawie tych danych wyznacz wartości estymatorów największej wiarogodności 

parametrów      i   .  

 

(A) 𝜃 = 0,02  i  𝜆̂ = 6𝑒0,2 

 

(B) 𝜃 = 0,02  i  𝜆̂ = 6𝑒0,5 

 

(C) 𝜃 = 0,02  i  𝜆̂ = 6𝑒 

 

(D) 𝜃 = 0,04  i  𝜆̂ = 6𝑒 

 

(E) 𝜃 = 0,04  i  𝜆̂ = 6𝑒0,2 
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Zadanie 9 

 

Niech nXXXX ,,,, 210  , 2n , będą niezależnymi zmiennymi losowymi z rozkładu 

Pareto o gęstości   













0  0

0  
)1(

3

)( 4

xgdy

xgdy
xxf  

 Niech  nXXXXU ,,,,min 210  .  Wtedy  )1|( 0 XUE  jest równa 

 

(A) 
1

3𝑛+2
(1 −

1

23𝑛+3
) 

 

(B) 
1

3𝑛
(1 −

1

23𝑛) 

 

(C) 
1

3𝑛−1
(1 −

1

23𝑛−1)    

 

(D) 
1

3𝑛
(1 −

1

23𝑛+1) 

 

(E) 
1

3𝑛+2
(1 −

1

23𝑛+2) 
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Zadanie 10 

 

Niech    ,,,, 21 nXXX  będą niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym 

rozkładzie wykładniczym o funkcji gęstości  





 




przypadku przeciwnym w0

0gdy  
)(

xe
xf

x




, 

gdzie 0  jest nieznanym parametrem.  

Rozważamy dwa estymatory funkcji   
 2

1 2)(  eXPg : 

 nT ,1  - estymator największej wiarogodności w oparciu o próbę nXXX ,,, 21   

  2
1

1

,2  


i

n

i

n X
n

T 1 , gdzie funkcja  


 


przypadku przeciwnym w0

2gdy  1
2

x
x1 . 

Niech iV  oznacza wariancję asymptotyczną estymatora niT , , 2,1i .  

Wtedy stosunek 
2

1

V

V
 jest równy 

(A) 
1

4
2

2





e
  

 

(B) 
12

22





e

e
  

 

(C)  
)1(

4
22  e

 

  

(D) 
12

2





e
   

 

(E) 
 22

1

e
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Egzamin dla Aktuariuszy z 05 grudnia 2016 r. 
 

Prawdopodobieństwo i Statystyka   
 

 

Arkusz odpowiedzi*  
 

 

 

Imię i nazwisko : ...................................................... 

 

Pesel ........................................... 

 

 

 

  

Zadanie nr Odpowiedź Punktacja  

1 B  

2 E  

3 D  

4 B  

5 C  

6 C  

7 E  

8 D  

9 C  

10 A  

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
* Oceniane są wyłącznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi. 
 Wypełnia Komisja Egzaminacyjna. 


