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Modelowanie 27.11.2018r.
Uwagi
a) W prezentowanych wynikach separatorem dziesigtnym (znakiem dziesigtnym) jest
kropka ,, .”.
b) W prezentowanych wynikach oszacowan uogolnionych modeli liniowych (GLM):
e Residual deviance i Resid. Dev — 0znacza dewiancj¢ oszacowanego modelu,
e Null deviance — oznacza dewiancj¢ modelu zerowego,
e Deviance — redukcje dewiancji po dodaniu kolejnej zmiennej objasniajace;j.
c) W zadaniach warto$¢ zagrozona na poziomie ufnosci « jest definiowana jako
kwantyl rzedu a rozktadu odpowiedniej zmiennej losowej, tzn.
VaR,(X) = inf{x: Fx(x) = a}.
d) W zadaniach warunkowa warto$¢ zagrozong (Conditional Value at Risk) jest
definiowana w nastepujacy sposob:
CVaR,(X) = E(X|X > VaR,(X)).
Miara ta nazywana jest takze Tail Value-at-Risk i oznaczana przez TVaR,(X).
e) W zadaniach zastosowano nast¢pujace oznaczenia:
E(X) — warto$¢ oczekiwana
D (X) — odchylenie standardowe
f) Warto$ci y2., rozkladu chi-kwadrat spelniajace warunek P(x% = x3.,) = a
v™>.a 0995 099| 0975 0.95 0.9 0.1 0.05| 0025 001| 0.005
1 0.000| 0.000| 0.001| 0.004| 0.016| 2.706| 3.841| 5.024| 6.635| 7.879
2 0.010| 0.020| 0.051| 0.103| 0.211| 4.605| 5.991| 7.378| 9.210| 10.597
3 0.072| 0.15| 0216| 0.352| 0.584| 6.251| 7.815| 9.348| 11.345| 12.838
4 0.207| 0.297| 0.484| 0.711| 1.064| 7.779| 9.488| 11.143| 13.277| 14.860
5 0.412| 0.554| 0.831| 1.145| 1.610| 9.236| 11.070| 12.833| 15.086| 16.750
6 0.676| 0.872| 1.237| 1.635| 2.204| 10.645| 12.592| 14.449| 16.812| 18.548
7 0.989| 1.239| 1.690| 2.167| 2.833| 12.017| 14.067 | 16.013| 18.475| 20.278
8 1.344| 1.646| 2.180| 2.733| 3.490| 13.362| 15.507 | 17.535| 20.090 | 21.955
9 1.735| 2.088| 2.700| 3.325| 4.168| 14.684| 16.919| 19.023| 21.666| 23.589
10 2.156| 2.558| 3.247| 3.940| 4.865| 15.987| 18.307 | 20.483| 23.209| 25.188
g) Wybrane kwantyle standardowego rozktadu normalnego
a 0.900 | 0.950 | 0.975 | 0.990 | 0.995 | 0.998 | 0.999
U, 1282 | 1645 | 1960 | 2326 | 2576 | 2.878 | 3.090
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Zadanie 1.

Wybor przez kierowce 0pcji petnej lub czesciowej ochrony w ramach ubezpieczenia AC
oferowanego przez zaktad ubezpieczen XYZ modelowano z wykorzystaniem regresji
logistycznej. Przyjeto, ze zmienna zalezna Y, przyjmuje dwie wartoéci: Y = 1, gdy
kierowca wybierze opcj¢ z pelng ochrong oraz Y = 0, gdy kierowca wybierze opcje z

cze$ciowg ochrong oraz uwzgledniono nast¢pujgce zmienne objasniajace:

Na podstawie zbioru uczacego liczacego 3109 obserwacji, metoda najwickszej
wiarygodno$ci uzyskano nastgpujace oszacowania parametrow modelu z wszystkimi

plec: Pte¢ (K - kobieta, M — mezczyzna)

zamieszkanie: Miejsce zamieszkania (Miasto — miasto, Wies — wies)

uzytkowanie: Uzytkowanie samochodu (Pryw — do celow prywatnych, Sluzb —

do celow stuzbowych)

stan.cywilny: Stan cywilny (C — matzenstwo, S — singiel, O — inny)

wiek: Wiek kierowcy w latach

lojalnosc: Liczba lat, w ktorych kierowca byt klientem firmy XYZ.

zmiennymi objasniajgcymi:

Coefficients:
Estimate Std. Error p-Value
(Intercept) 1.911196 0.181985 <2e-16
plec: M -0.991094 0.097332 <2e-16
zamieszkanie: Wies -1.174730 0.089374 <2e-16
uzytkowanie: Sluzb -1.058024 0.564130 0.0607
stan.cywilny: C -0.019311 0.110712 0.8615
stan.cywilny: O 0.242578 0.231877 0.2955
wiek -0.059577 0.004528 <2e-16
lojalnosc 0.140203 0.007978 <2e-16
oraz tabele analizy dewiancji (Deviance Table):
Model: binomial, link: logit
Response: Y
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df  Resid. Dev
NULL 3108 3967.0
plec 1 107.76 3107 3859.3
zamieszkanie 1 136.76 3106 3722.5
uzytkowanie 1 3.53 3105 3719.0
stan.cywilny 2 22.19 3103 3696.8
wiek 1 44.64 3102 3652.1
lojalnosc 1 366.96 3101 3285.2
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Na podstawie podanych informacji:

a) Zinterpretowac¢ 0szacowane parametry.
b) Wyznaczyé i zinterpretowaé pseudo — R? (McFadden R?).
c) Jaka jest prognoza wyboru opcji ubezpieczenia (zmiennej Y) dla kierowcow

charakteryzujacych si¢ nastepujacymi warto$ciami zmiennych objasniajacych:

— plec: K (kobieta),

— zamieszkanie: Miasto (miasto),

— uzytkowanie: Pryw (do celéw prywatnych),

— stan.cywilny: S (singiel),

— wiek: 30 lat,

— lojalnosc: 5 lat.
Przyja¢ poziom odcigcia rowny 0.35. Przy jakim poziomie odcigcia prognoza
ulegnie zmianie.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Interpretujemy tylko parametry statystycznie istotne, przyjmujac poziom istotnosci
rowny 0.05.

Parametr stojacy przy kategorii plec: M wynosi -0.991094 i jest statystycznie
istotny. Ujemna warto$¢ parametru wskazuje, ze m¢zczyzna jest mniej podatny na
wybor pelnej opcji ubezpieczenia. Jezeli kierowcy rdznig si¢ tylko plcig, to
mezezyzna ma o (1 — exp(—0.991094)) * 100% = 62.88% nizsze szanse na
wybor petnej opcji ubezpieczenia.

Parametr stojacy przy kategorii zamieszkanie: Wies wynosi  -1.174730 i jest
statystycznie istotny. Ujemna warto§¢ parametru wskazuje, ze kierowcy
mieszkajacy na wsi sag mniej podatni na wybdr petnej opcji ubezpieczenia. Jezeli
kierowcy roznig si¢ tylko miejscem zamieszkania, to mieszkajacy na wsi maja o
(1 — exp(—1.174730)) * 100% = 69.11% nizsze szanse na wybor pelnej opcji
ubezpieczenia.

Parametry stojace przy kategoriach: uzytkowanie: Sluzb, stan.cywilny: C,
stan.cywilny: O sa statystycznie nieistotne. Nie majg wptywu na wybor opcji
ubezpieczenia.

Parametr stojacy przy zmiennej wiek wynosi -0.059577 i jest statystycznie istotny.
Sposrod kierowcow identycznych pod wzgledem innych cech zawartych w
modelu, a r6znigcy si¢ tylko wiekiem o 1 rok, kierowca starszy jest mniej podatny
na kupno pelnej opcji ubezpieczenia. Kierowca starszy ma (1 —
exp(—0.059577)) * 100% = 5.78% nizsze szanse wyboru pelnej opcji
ubezpieczenia.

Parametr stojacy przy zmiennej lojalnosc wynosi 0.140203 i jest statystycznie
istotny. Sposrod kierowcow identycznych pod wzgledem innych cech zawartych
w modelu, a r6zniacy si¢ tylko liczbg lat w firmie XYZ o 1 rok, kierowca bardziej
lojalny ( ,,z wigkszym stazem w firmie XYZ”) jest bardziej podatny na kupno
pelnej opcji ubezpieczenia. Kierowca bardziej lojalny ma (exp(0.140203) — 1) *
100% = 15.05% wyzsze szanse wyboru pelnej opcji ubezpieczenia.
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Odp. b)
Wspotczynnik
D
pseudo — R? =1 — Mo
. DNull
gdzie

D,, — dewiancja oszacowanego modelu

Dy — dewiancja modelu zerowego (tylko ze stal)

Na podstawie tablicy dewiancji:

D), = 3285.2,

lub

Dy = 3967 — (107.76 + 136.76 + 3.53 + 22.19 + 44.64 + 366.96) = 3967 —
681.8 = 3285.2,

Dy = 3967.

3285.2 01719
3967

Uwzglednione w modelu zmienne objasniajace redukuja dewiancje modelu zerowego
(bez zmiennych objasniajacych) o 17.19%.

pseudo — R?> =1 —

Odp.c
Dlap k)ierowcéw charakteryzujacych si¢ nastgpujacymi warto$ciami zmiennych
objasniajacych:

— plec: K (kobieta),

— zamieszkanie: Miasto (miasto),

— uzytkowanie: Pryw (do celéw prywatnych),

— stan.cywilny: S (singiel),

— wiek: 30 lat,

— lojalnosc: 5 lat,
oszacowana wartos¢ predyktora liniowego wynosi:

7 = 1911196 — 0.991094 - 0 — 1.174730 - 0 — 1.058024 - 0 — 0.019311 -0
+ 0.242578 - 0 — 0.059577 - 30 + 0.140203 - 5 = 0.824901
Stad otrzymujemy:
exp(0.824901) 2.281655
P = 1+ exp(0.824901) 1+ 2.281655

Przy poziomie odcigcia rownym 0.35 prognozujemy, ze zmienna Y =1, czyli
prognozujemy, ze kierowcy ci wybiorg petng opcje ubezpieczenia. Prognoza ulegnie
zmianie, gdy poziom odciecia bedzie wigkszy 0.6953.

= 0.6953

Rozwiazanie:
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Zadanie 2.

Podobnie jak w zadaniu 1, wybor przez kierowceg opcji peinej lub czgsciowej ochrony w
ramach ubezpieczenia AC oferowanego przez zaklad ubezpieczen XYZ modelowano z
wykorzystaniem regresji logistycznej. Przyjeto, ze zmienna zalezna Y, przyjmuje dwie
wartosci: Y = 1, gdy kierowca wybierze opcje z pelng ochrong oraz Y = 0, gdy kierowca
wybierze opcje z czgSciowa ochrong oraz uwzgledniono nastgpujgce zmienne

objasniajace:

e plec: Ple¢ (K - kobieta, M — m¢zczyzna)

e zamieszkanie: Miejsce zamieszkania (Miasto — miasto, Wies — wies)

e uzytkowanie: Uzytkowanie samochodu (Pryw — do celow prywatnych, Sluzb —

do celow stuzbowych)

e stan.cywilny: Stan cywilny (C — matzenstwo, S — singiel, O — inny)

e wiek: Wiek kierowcy w latach

e lojalnosc: Liczba lat, w ktorych kierowca byt klientem firmy XYZ.

Na podstawie zbioru uczacego liczacego 3109 obserwacji, metoda najwigkszej

wiarygodnos$ci oszacowano dwa modele (M1 i M2). Uzyskano nastepujace wyniki:

Model M1:

Coefficients:

Estimate Std. Error p-Value
(Intercept) 1.906310 0.181497 <2e-16
plec: M -1.010303 0.096792 <2e-16
zamieszkanie: Wies -1.175562 0.089101 <2e-16
wiek -0.059375 0.004196 <2e-16
lojalnosc 0.140010 0.007938 <2e-16
Null deviance: 3967.0 on 3108 degrees of freedom
Residual deviance: 3290.5 on 3104 degrees of freedom
AIC: 3300.5

Model M2:

Coefficients:

Estimate Std. Error p-Value
(Intercept) 1.916078 0.181678 <2e-16
plec: M -1.001466 0.096887 <2e-16
zamieszkanie: Wies -1.174699 0.089163 <2e-16
uzytkowanie: Sluzb -1.009913 0.561654 0.0722
wiek -0.059545 0.004197 <2e-16
lojalnosc 0.139905 0.007942 <2e-16

Null deviance: 3967.0 on 3108 degrees of freedom
Residual deviance: 3286.6 on 3103 degrees of freedom

AIC: 3298.6
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Krzywe ROC (Receiver Operator Characteristics) wyznaczone na podstawie zbioru
testowego dla oszacowanych modeli przedstawiono na ponizszym rysunku (AUC oznacza
pole pod krzywa ROC):

Model 1 Model 2
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Na podstawie podanych wynikow:

a) Sprawdzié¢ na poziomie istotno$ci 0.05, czy model M2 ma lepszg zdolnos¢
predykcyjna w porownaniu z modelem M1 (tzn. czy dodanie do M1 dodatkowej
zmiennej istotnie wplywa na polepszenie zdolno$ci predykceyjnej).

b) Jak konstruuje si¢ i interpretuje krzywag ROC.

c) Uwzgledniajac wyniki z punktu a), wartosci kryteriow informacyjnych AIC oraz
wskazania krzywych ROC wybra¢ lepszy model. Wybor uzasadnic.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Statystyka testowa:
T =2(;—1)=D,—D,,
gdzie:

l,, 1, - logarytmy wiarygodnosci odpowiednio modelu M2 i M1,
D,, D, - dewiancja odpowiednio modelu M2 i M1.
Warto$¢ statystyki wynosi:

T =D, — D, =3290.5 —3286.6 = 3.9
Wartos$¢ krytyczna:

XG o051 = 3.841.
Poniewaz T > 3.841, na poziomie istotnosci 0.05 mozemy przyjac, ze model M2 ma

lepsze zdolnosci predykcyjne.
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Odp. b)
Konstrukcja krzywej ROC:

1. Dla kazdego z mozliwych punktow odciecia obliczmy czuto$¢ i specyficzno$é.

2. W uktadzie wspotrzednych, zaznaczamy punkty o wspotrzednych:

(1-specyficznosé, czutosé).

3. Laczymy te punkty otrzymujac krzywg ROC.
Na podstawie krzywej ROC mozna ustali¢ optymalny punkt odcigcia. Przyjmujac rowne
koszty btednych klasyfikacji, optymalnym punktem odcigcia jest punkt na krzywej ROC
znajdujacy sie¢ najblizej punktu o wspotrzednych (0.1).
Krzywa ROC wykorzystuje si¢ takze do oceny i porownywania mig¢dzy sobg modeli
klasyfikacyjnych. Jako miar¢ dobroci i traftnosci danego modelu przyjmuje si¢ pole pod
wykresem krzywej ROC, oznaczane jako AUC. Miernik AUC przyjmuje wartosci z
przedziatu [0, 1]. Im warto$¢ tego miernika jest wigkszy, tym model jest lepszy.

Lepszy jest model M2:
e ma lepsze zdolnos$ci predykcyjne,
e ma mniejsza warto§¢ AIC
e ma taka samg warto$¢ miernika AUC.

Uwaga! Ze wzgledu na nieistotno$¢ parametru przy zmiennej uzytkowanie: Sluzb w
M2, podobne warto$ci AIC obu modeli, mozna byto wskaza¢ takze model M1.

Rozwiazanie:
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Zadanie 3.

Przedstawi¢ k-krotng walidacje krzyzowa (k-fold cross-validation).

Odpowiedzi:
Odp.
W przypadku, gdy dysponujemy proba o matej liczebno$ci uniemozliwiajgcg okreslenie
zbioru walidacyjnego, mozna zastosowac tzw. k-krotng walidacj¢ krzyzowa. Pozwala ona
na wykorzystanie calej proby zaréwno do uczenia jak i do walidacji. Stuzy do okreslenia
jako$ci modelu w trakcie jego uczenia, w celu wyeliminowania problemu przeuczenia sig.
Sposodb postgpowania:
» Poczatkowa probe losowo dzielimy na k mozliwie rownolicznych wzajemnie
niezaleznych podzbiorow Si, Sy, ..., Sk.
* Sposrod podzbioréw S1, Sy, ..., Sk wybieramy S;i (i=1,..., k).
» Szacujemy model wykorzystujac k-1 pozostatych podzbiorow.
+ Testujemy model na podzbiorze Si.
» Postgpujac w ten sposob, szacujemy k modeli. Kazdy z podzbiorow jest
wykorzystany do oszacowania k-1 modeli i raz do testowania.
» Nastepnie k rezultatow usredniamy (lub taczymy w inny sposob) w celu
uzyskania jednego wyniku.

Rozwiazanie:
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Zadanie 4.

Sktadki czyste (pure premiums) dla pewnego portfela ubezpieczen AC wyznaczano
wykorzystujac model dla liczby szkod K zglaszanych przez kierowcoOw w ciggu jednego

roku (frequency model) i model dla wysokos$ci pojedynczej szkody (severity model).

Liczbg szkéd K modelowano z wykorzystaniem regresji Poissona (uogolnionego
modelu liniowego dla zmiennej zaleznej o rozkladzie Poissona). Przyj¢to nastgpujace

zmienne objasniajgce:

e Kklasa.ryzyka: Zmienna jakosciowa okreslajaca klase ryzyka, ktorg przypisano
kierowcy. Przyjmuje nastepujace wartosci: Kl.1, kl.2, kI.3, kl.4, k.5 1 kl.6 (im

wyzsza klasa, tym wieksza znizka za bezszkodowos¢),

e prior.szkody: Liczba wcze$niejszych szkod (zmienna ilosciowa),
e wiek: Wiek kierowcy. Zmienna jakosciowa przyjmujgca nastepujace wartoSci
mlody (mlody kierowca), doswiadczony (doswiadczony kierowca), starszy

(starszy kierowca).

Metoda najwigkszej wiarygodnosci oszacowano dwa modele dla zmiennej K (KM1 i

KM?2). Uzyskano nast¢pujace wyniki:

Model KM1
Coefficients:
Estimate Std. Error p-Value
(Intercept) -1.82286 0.04994 <2e-16
Null deviance: 1584.4 on 2481 degrees of freedom
Residual deviance: 1584.4 on 2481 degrees of freedom
AIC: 2329
Model KM2
Coefficients:
Estimate Std. Error p-Value
(Intercept) -0.49180 0.50179 0.327043
klasa.ryzyka: kl.2 -0.79067 0.50818 0.119739
klasa.ryzyka: kl.3 -0.33024 0.12500 0.008245
klasa.ryzyka: kl.4 -0.42870 0.16878 0.011084
klasa.ryzyka: kl.5 -0.79371 0.23132 0.000601
klasa.ryzyka: kl.6 -0.71392 0.15799 6.22e-06
prior.szkody 0.09523 0.03182 0.002766
wiek: doswiadczony -1.09807 0.50400 0.029352
wiek: starszy -1.16895 0.53880 0.030041

Null deviance:

AIC:

1584.4 on 2481 degrees of freedom
Residual deviance: 1541.8 on 2473 degrees of freedom

2302.4

Wysokos¢ pojedynczej szkody Y modelowano bez uwzgledniania zmiennych
objasniajacy. Dopasowano trzy rozklady: normalny (model MY1) gamma (model MY2)
i logarytmiczno-normalny (model MY 3). Uzyskano nastepujace wyniki:

10
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Model MY1
Fitting of the distribution ' norm * by maximum likelihood
Parameters :
estimate Std. Error
mean 667.5034  48.43165
sd 917.7275 34.24635
Loglikelihood: -2958.461 AIC: 5920.922 BIC: 5928.689

Empirical and theoretical CDFs Q-Q plot
3 Eg
2 — fit1 o o fit1
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data Theoretical quantiles

Model MY2
Fitting of the distribution ' gamma ' by maximum likelihood
Parameters :

estimate Std. Error
scale 1084.0501  99.15078318
shape 0.613407 0.03840023
Loglikelihood: -2659.254 AIC: 5322.508 BIC: 5330.275

Empirical and theoretical CDFs Q-Q plot
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Model MY3
Fitting of the distribution ' Inorm ' by maximum likelihood
Parameters :
estimate Std. Error
meanlog 5.972872 0.08583359
sdlog 1.030216 0.06069341

Loglikelihood: -2800.588 AIC: 5605.177 BIC: 5612.943

Empirical and theoretical CDFs Q-Q plot
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Dla oszacowanych modeli otrzymano nastepujace wartosci statystyk dopasowania:
Goodness-of-fit statistics:

MY1 MY?2 MY3
Kolmogorov-Smirnov statistic 0.2370056  0.06452082  0.1991727
Cramer-von Mises statistic 6.1474697  0.27766283  3.8102485
Anderson-Darling statistic 33.9218995 2.43076031 22.4832908
Oszacowane $rednie dla poszczegolnych modeli podano w ponizszej tabeli:

Model Srednia

MY1 (rozktad normalny) 667.5034

MY?2 (rozktad gamma) 664.9639

MY3 (rozktad logarytmiczno-normalny) 667.5034

Na podstawie przedstawionych wynikow:
a) Wybra¢ najlepszy model dla liczby szkod i wysokosci pojedynczej szkody.
Wybor uzasadnic.
b) Wykorzystujac wybrane modele wyznaczy¢ roznice miedzy sktadka czysta dla
mtodych kierowcoOw (wiek=mlody) z pierwszej klasy ryzyka (kl.1) i szostej (KI.6),
ktorzy wczesniej zanotowali po 2 szkody (prior.szkody=2).

Odpowiedzi:

12
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e Dla liczby szkod sposrod podanych dwoch modeli lepszym jest model KM2. W
poréwnaniu z KM1 ma lepsze zdolno$ci predykcyjne (warto$¢ statystyki T =
42.6, warto$¢ krytyczna dla poziomu istotnosci 0.05 wynosi 15.507). Ponadto w
porownaniu z KM1 ma mniejsza wartos¢ AIC.

e Dla wysokosci pojedynczej szkody sposrod trzech podanych modeli najlepszym
jest model MY2. W poréwnaniu z pozostalymi ma najmniejszg wartos¢ AIC
oraz najmniejsze wartosci statystyk testowych. Na wybodr tego modelu wskazuje
réwniez wykres kwantyl-kwantyl.

|491.9602 — 240.9231| = 251.0371

Rozwigzanie:

Skladka czysta dla kierowcy z klasy ryzyka kl.1:
e Kklasa.ryzyka: kl.1,
e prior.szkody = 2
e wiek: mlody

Oszacowanie $redniej liczby szkod:

fri1 = exp(—0.49180 + 0.09523 -2) = 0.73983
Sktadka czysta:

Sii1 = 0.73983 - 664.9639 = 491.9602

Skladka czysta dla kierowcy z klasy ryzyka Kkl.6:
e klasa.ryzyka: k.6,
e prior.szkody = 2
e wiek: mlody

Oszacowanie S$redniej liczby szkdd:

fri1 = exp(—0.49180 — 0.71392 -1 + 0.09523 - 2) = 0.36231
Sktadka czysta:

Siki1 = 0.36231-664.9639 = 240.9231
Roznica:

|491.9602 — 240.9231| = 251.0371
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Zadanie 5.
Roczne straty dla dwoch linii biznesu (LOB1 i LOB2) majg dwuwymiarowy rozktad
normalny. Srednie straty dla LOB1 i LOB2 wynosza odpowiednio 20 mln. zt i 30 min. zt,
a odchylenia standardowe dla LOB1 1 LOB2 s3 odpowiednio rowne 10 mln. zt 1 5 min. zt.
Wiadomo tez, ze wspotczynnik korelacji migdzy stratami z tych linii biznesu jest rowny
p =0.6. (Uwaga! Dla zmiennych losowych X,Y o dwuwymiarowym rozktadzie
normalnym: oyx = o7 (1 —p?).)
a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze starty dla LOB2 bedg mniejsze od 40.304 min.
zt pod warunkiem, ze straty dla LOB1 sg réwne 20 mln. zt.
b) Obliczy¢ roczng warto$¢ zagrozong na poziomie ufnosci 0.995 (VaR 995) dla strat
LOB2 pod warunkiem, ze straty dla LOB1 sa rowne 20 mln. zk.

Odpowiedzi:

Odp. a)
Prawdopodobienstwo, ze starty dla LOB2 beda mniejsze od 40.304 miln. zt pod
warunkiem, ze straty dla LOB1 sg réwne 20 min. zt jest rowne 0.995.

Rozwigzanie:

a)

Niech X i Y oznaczaja straty odpowiednio linii LOB1 i LOB2. Z danych wynika, Ze
X~N(20,10) i Y~N(30,5), czylii py =20, oy =10, uy =30, o, =5 oraz
wspolczynnik korelacji liniowej migdzy X i Y wynosi p = 0.6.

W przypadku, gdy zmienne X i Y maja dwuwymiarowy rozktad normalny, zmiennaY|X =
x ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej rownej py + % (x — uy) i odchyleniu

standardowym oy x = ay/1 — pZ.
Zatem zmienna losowa Y|X =20 ma rozktad normalny N(30,4), wiec
prawdopodobienstwo, ze starty dla LOB2 beda mniejsze od 40.304 mln. zt pod

warunkiem, ze straty dla LOB1 sg rowne 20 mln. zl jest réwne:

P (U < w) = ®(2.576) = 0.995.

b) Na podstawie wynikow z punktu a) warto$¢ zagrozona VaR 995 (Y|X = 20) = 40.304
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Zadanie 6.

Modelujac strukturg zalezno$ci migdzy stopami zwrotu z dwoch indeksow branzowych
WGPW wzicto pod uwage trzy kopule, tj. Gumbela, Claytona i Franka. W celu wyboru
najlepszej sposrdéd nich wykorzystano wykresy funkcji Kendalla (K) oraz wartosci
statystyki S, :

~ 2 A
S, = nj; ]d{Cn(ul, v Ug) — Co (uy, ...,ud)} dCp(uq, ..., ug),
01

gdzie:

C,(uy, ..., uy) — kopula empiryczna (oszacowana na podstawie n-elementowej proby),
Co,(uy, ..., ug) — testowana kopula, ktorej parametry 6, oszacowano na podstawie n-
elementowej proby.

Uzyskano nastepujace wyniki:

Wykresy funkcji Kendalla

S| -
=
KEmpiryczna(U)
m - = KGumbel(U) L7
[an] . -~
KC.Iaytun(u) //'
e KFrﬂnk(u) ,f/
-
-
e
-
P
© | 7
o] L
Ed
= e
= s
T
c
i
= |
[an]
o
o
2
[an] R

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wartosci statystyki S,

Kopula Wartos¢ statystyki
Gumbela 0.2639
Claytona 0.7198
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Franka 0.2165

a) Co to jest funkcja Kendalla (Kendall's function) i w jaki spos6b mozna ja
wykorzysta¢ w wyborze kopuli?

b) Na podstawie podanych wynikow wybra¢ najlepsza kopule (sposrod trzech
rozwazanych). Wybor uzasadni¢.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Niech C bedzie d-wymiarowa kopulg oraz zmienne losowe Uy, ...U; majg rozklady
jednostajne na [0, 1]. Jezeli U = (Uy, ...Uy)~C, wowczas funkcja Kendalla nazywamy
dystrybuante zmiennej C (U):
K:(t) =P(C(U) <t;U~C).
W wyborze kopuli mozna ja wykorzysta¢ w nastepujacy sposob:

e Porownujac empiryczng funkcj¢ Kendalla K,(t) z funkcjami Kendalla
wyznaczonymi dla rozwazanych (mozliwych do wyboru) kopuli. Wybieramy
wtedy kopulg, dla ktorej funkcja Kendalla jest ,,najblizsza” empirycznej funkcji
Kendalla.

e Stosujac testy zgodnosci dla kopuli bazujace na funkcji Kendalla.

Odp. b)

Kopula Franka

Warto$ci statystyki S, (bazujgcej na porownaniu odlegtosci danej kopuli od kopuli
empirycznej) wskazuja, ze sposrod rozwazanych kopuli najlepsza jest kopula Franka.
Mozna takze uznac, ze funkcja Kendalla dla kopuli Franka jest ,,najblizsza” empirycznej
funkcji Kendalla.

Jezeli jednak jesteSmy zainteresowani modelowaniem zalezno$ci w ogonach, to
nalezatoby wskaza¢ (na podstawie wykresow funkcji Kendalla):

- kopulg Claytona, w przypadku dolnego ogona;

- kopule Gumbela, w przypadku gérnego ogona.

Rozwigzanie:

16



Modelowanie 27.11.2018r.

Zadanie 7.

W celu analizy lojalnosci klientow zaktadu ubezpieczen XYZ kupujacych ubezpieczenie
OC zastosowano model proporcjonalnego hazardu Coxa dla tych, ktorzy przeniesli si¢ do
innej firmy w ciggu pierwszych dwoch lat. Wykorzystano w nim zmienne, ktore wydaja
si¢ mie¢ wptyw na taka decyzje. Na podstawie danych uzyskano nast¢pujace oszacowania
tego modelu:

Zmienna Kategorie Parametr
Pte¢ Mezczyzna -0.30
Kobieta 0

Zamieszkanie Wie$ -0.10
Miasto 0

Stan cywilny Singiel 0.20
Inny 0.10

Malzenstwo 0

a) Zapisa¢ model, podajac i definiujac wszystkie jego sktadowe i zmienne
objasniajace.
b) Podac cechy osoby, ktorej dotyczy hazard bazowy (hazard odniesienia).
¢) Prawdopodobienstwo, ze m¢zczyzna bedacy singlem i mieszkajagcy w miescie
zrezygnuje z umowy przed uptywem dwoéch lat wynosi 0.60. Obliczy¢
prawdopodobienstwo pozostania przez co najmniej dwa lata w firmie XYZ dla
Zonatego mezczyzny mieszkajacego na wsi.
Odpowiedzi:
Odp. a)
Posta¢ modelu:
i h(t; x1, %3, %3,%4) = ho(t) exp(Brxy + Boxs + Paxs + faxs),
gdzie:
h(t; xq, x5, Xx3,x,) - oznacza funkcj¢ hazardu w momencie t przy danych zmiennych
objasniajacych,
ho(t) — hazard bazowy (odniesienia),
B1, B2, B3, B4 — parametry modelu,
X1- zmienna objasniajaca przyjmujaca wartos¢ 1, jesli klient jest mezczyzng oraz 0, w
przeciwnym przypadku,
X,- zmienna objasniajgca przyjmujaca warto$¢ 1, jesli klient mieszka na wsi oraz 0, w
przeciwnym przypadku,
X3- zmienna objasniajgca przyjmujaca wartos¢ 1, jesli klient jest singlem oraz 0, w
przeciwnym przypadku,
X,4- zmienna objasniajgca przyjmujaca wartos$¢ 1, jesli stan cywilny klienta jest inny niz
singiel 1 inny niz zonaty oraz 0, w przeciwnym przypadku.
Odp. b)
Hazard bazowy dotyczy Zzonatej kobiety mieszkajgcej w miescie.

0.50722
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Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo, ze mezczyzna bedacy singlem i mieszkajacy w miescie zrezygnuje
z umowy przed uptywem dwoch lat wynosi 0.60. Funkcja hazardu dla tego m¢zczyzny ma
postaé hy(t) exp(—0.30 + 0.20) = hy(t) exp(—0.10).

Prawdopodobienstwo, ze mezczyzna ten nie zrezygnuje z umowy jest rowne:

2 2
0.4 = exp {—J. ho(t) exp(—0.10) dt} = exp {— exp(—O.lO)f ho(t)dt},
0 0

stad:
2 —1In(0.4)
fo ho(B)dt = exp(—0.10)
Funkcja hazardu dla zonatego mezczyzny mieszkajgcego na wsi ma postac:
ho(t) exp(—0.30 — 0.10) = hy(t) exp(—0.40),
zatem prawdopodobienstwo, ze m¢zczyzna ten pozostania przez co najmniej dwa lata w
firmie XYZ jest rowne:

—1In(0.4)

—exp(—O.lO)} =0.50722

exp {— f ho(t) exp(—0.40) dt} = exp {— exp(—0.40)
0
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Zadanie 8.

W ponizszej tabeli dla dwoch segmentow ubezpieczen innych niz ubezpieczenia na zycie
podano:

miarg wielkoSci ryzyka sktadki (Viprem,iy, t = S, 1),

miar¢ wielkoSci ryzyka rezerw (Viyes s), i = s, t),

odchylenie standardowe ryzyka sktadki (o(prem,iy, i = S, t),

odchylenie standardowe ryzyka rezerw(oes,iy, i = s, t),

oraz parametr zaleznosci ryzyka sktadki i rezerw migdzy tymi segmentami (CorrSy ).

Segment s Segment t
Vorems) = 1.0 Vioremty = 1.0
Vires,s) = 1.2 Viresty = 1.2
Oprem,s) = 0.10 Oprem;t) = 0.08
O(res;s) = 0.09 O(resty = 0.08

CorrSgy = 0.5

a) Wyznaczy¢ taczny wymog kapitatowy dla ryzyka sktadki i rezerw tych segmentow,
wykorzystujac standardowg formute Solvency II.

b) Wyznaczy¢ ten wymog przy zalozeniu, ze parametr zaleznosci ryzyka sktadki i rezerw
migdzy tymi segmentami wynosi zero (tzn. CorrS;, = 0).

c) Wyznaczy¢ ten wymog przy zatozeniu, ze parametr zaleznos$ci ryzyka sktadki i rezerw
migdzy tymi segmentami wynosi 1 (tzn. CorrS;, = 1). Czy w tym przypadku
otrzymujemy gorne ograniczenie wymogu kapitatowego dla ryzyka sktadki i rezerw?
Odpowiedz uzasadni¢.

Odpowiedzi:
Odp a) ...........................................................................................................................
0,86565
Odp b) ...........................................................................................................................
0,70841
Odp C) ...........................................................................................................................
0,99842

Odpowiednio uzasadniajac (tzn. wskazujac, czy ryzyka sktadki i rezerw miedzy tymi
segmentami maja dwuwymiarowy rozktad normalny, czy tez nie), na pytanie mozna
odpowiedzie¢ zarowno, ze otrzymujemy jak i, ze nie otrzymujemy goérnego ograniczenia.
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Rozwiazanie:
Formuta standardowa na SCR dla ryzyka sktadki rezerw jest nast¢pujaca (zob. Art. 115
[ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]):

SCRy, premres — 3 0n Vi
gdzie oy, - odchylenie standardowe ryzyka sktadki i rezerw w ubezpieczeniach innych niz
na zycie wyznaczone zgodnie z art. 117 [ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015];
Vi - miara wielko$ci ryzyka skladki i rezerw w ubezpieczeniach innych niz na zycie,
wyznaczone zgodnie z art. 116 [ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]. Przy
czym V,,; jest rowne:

Vi = 2s Vs,

gdzie V; oznacza miar¢ wielkosci ryzyka sktadki i rezerw dla segmentu s (wykaz segmentow
podano w Aneksie Il [ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015].
Odchylenie standardowe o,; jest wyznaczane nast¢pujgco (zob. Art. 117, Par.l
[ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]):

1
Onl = —" ZCorrSslt-as-VS-at-Vt
an
st
gdzie

CorrS, .- oznacza parametr zaleznosci ryzyka skladki i rezerw w ubezpieczeniach innych
niz na zycie dla segmentow S i t okresSlony w Aneksie IV [ROZPORZADZENIE
DELEGOWANE..., 2015]; g, 0¢- odchylenia standardowe ryzyka sktadki i rezerw w
ubezpieczeniach innych niz na zycie odpowiednio dla segmentow s i t; V,, V; - miara
wielkos$ci ryzyka sktadki i rezerw odpowiednio dla segmentow S i t, o ktérych mowa w art.
116 [ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]. Odchylenie standardowe ryzyka
sktadki i rezerw dla konkretnego segmentu s jest rowne (zob. Art. 117, Par.2
[ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]):

\/O-(Zpr,s) ) V(?JT,S) T 0wrs) V(Z’T'S) "O(res,s) ’ V(res,s) + 0-(21"85,5) ’ V(%’es,s)

05 =
V(pr,s) + V(res,s)

gdzie: o,y ) - odchylenie standardowe ryzyka sktadki dla segmentu s wyznaczone zgodnie
z Art. 117, Par.3 [ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015]); 0y¢s,s) - 0dchylenie
standardowe ryzyka rezerw dla segmentu s okreslone w Aneksie Il [ROZPORZADZENIE
DELEGOWANE..., 2015]; Vi 5), + Vires,s) — odpowiednio miara wielko$ci ryzyka sktadki
I ryzyka rezerw dla segmentu s, o ktorej mowa w art. 116 [ROZPORZADZENIE
DELEGOWANE..., 2015].

[ROZPORZADZENIE DELEGOWANE..., 2015] - ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE)
2015/35 z dnia 10 pazdziernika 2014 r. uzupetniajace dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej
(Wyptacalnos¢ II)

Stad odchylenie standardowe ryzyka sktadki i rezerw:
e dlasegmentu s jest rowne: o, = 0.0819
o dlasegmentu t jest rtowne: g, = 0.0694

Odchylenie standardowe o,,; jest rowne:
e 0, = 0.06558 -wprzypadku CorrSs, = 0.5
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e 0, = 0,05367-wprzypadku CorrSs, =0
e o, = 007564 -wprzypadku CorrSs, =1

Na tej podstawie taczny wymog kapitatowy dla ryzyka sktadki i rezerw rozwaznych segmentow
Wynosi:

®  SCRyipremres = 0,86565 - w przypadku CorrSs, = 0.5

®  SCRypremres = 0,70841-w przypadku CorrSs, =0

®  SCRyipremres = 0,99842 -w przypadku CorrSs, =1
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Zadanie 9.
W celu oceny ryzyka tacznych strat S = X; + X, dwoch linii biznesu postanowiono
zastosowa¢ warunkowg warto$¢ zagrozong (oczekiwany niedobdr) CVaR,(S) na
poziomie ufnos$ci & = 0.995 i wyznaczy¢ ja na podstawie proby liczacej 1000 obserwaciji
z rozktadu S, uzyskanej metoda symulacji. Wiadomo, ze:
— Straty dla pierwszej linii biznesu (LOB1) sg modelowane za pomocg zmienngj
losowej X, 0 rozktadzie logarytmiczno-normalnym z parametramiy =1io =1

(dystrybuanta F; (x) = ® (@) gdzie ® oznacza dystrybuante standardowego

rozktadu normalnego).

— Straty dla drugiej linii biznesu (LOB2) sa modelowane za pomocg zmiennej
losowej X, o rozktadzie Pareto z dystrybuantg F,(x) = 1 — xiz ,x > 1.

— Struktura zaleznoséci migdzy stratami X; i X, (wektora losowego (X, X;)) jest

modelowana za pomoca kopuli Galambos z parametrem 6 = 1.285.
Warto$ci statystyk pozycyjnych Siog1:1000), -+ »S(1000:1000) d1a uzyskanej proby podano w

ponizszej tabeli, przy czym warto$¢ B odpowiada nastepujacej parze wygenerowanej z
zastosowanej kopuli: (u,v) = (0.998, 0.999).

981 982 983 984 985 986 987 988 989 990
31,90 [32,50 32,75 |33,03 |33,20 (33,30 |34,17 |34,64 |35,11 | 36,98

991 992 993 994 995 996 997 998 999 1000
37,04 40,05 |40,06 |43,59 |45,12 (51,78 |58,64 |78,06 B |[87,78

a) Oszacowac VaR g95(S)

b) Oszacowaé CVaRg95(S).

c) Czy jest mozliwe, aby CVaR( 995(S) > CVaR( g95(X1) + CVaRy995(X,)? Czy
taka nieréwno$¢ moze by¢ prawdziwa w przypadku wartosci zagrozonej?
OdpowiedZ uzasadnic.

Odpowiedzi:
Odp. a)
VaR0_995 (S) = 4512
Odp. b)
CVaRyg95(S) = 71.242

Odp. ¢)

W przypadku miary CVaR taka nieréwnos¢ jest niemozliwa (CVaR jest koherentng
miarg ryzyka).

W przypadku VaR moze by¢ prawdziwa (VaR nie jest miarg subaddytywng)
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Rozwiazanie:

VaR:
VaRo_ggs(S) == 4‘512

CVaR:
Nalezy wyznaczy¢ B
B = F[1(0.998) + F;1(0.999)

Fi(x) =u,czyli @ t(u) = ln(?_” ,stad F; 1 (w) = exp(o @1 (w) + p)
F71(0.998) = 48.33

F,(x)=1- xiz stad Fy1(v) = /ﬁ , zatem F;1(0.999) = 31,62
Zatem otrzymujemy B = 79.95

Na tej podstawie:
CVaR,g95(S) = 71.242
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Zadanie 10.
Oszacowano metoda najwigkszej wiarygodnosci nastepujagce dwa modele dla liczby
szkod K zglaszanych przez kierowcoéw w ciggu jednego roku.

Model: MPoisson
W modelu tym zatozono, ze liczba szkdd podlega rozktadowi Poissona. Uzyskano
nastepujace wyniki oszacowania:

Fitting of the distribution ' pois ' by maximum likelihood
Parameters :

estimate Std. Error
lambda 1.003128 0.00391259

Loglikelihood: -86810.15 AIC: 173622.3 BIC: 173631.4

Model: MZPoisson
W tym modelu zatozono, ze liczba szkéd ma zaliczany do klasy rozktadow (a,b,1)
zmodyfikowany w zerze rozktad Poissona (ZM Poisson). Uzyskano nastgpujace
oszacowania:

Fitting of the distribution ' poisZM ' by maximum likelihood

Parameters :

estimate Std. Error
prob 0.4009587  0.001914532
lambda 1.1378461  0.006520259

Loglikelihood: -86417.2 AIC: 172838.4 BIC: 172856.6

a) Scharakteryzowaé klas¢ rozktadow (a,b,1). Poda¢ co najmniej 5 rozktadoéw
zaliczanych do tej klasy.

b) Na podstawie przedstawionych wynikéw wybraé¢ lepszy model dla liczby szkod.
Wybor uzasadnic.

c) Obliczy¢ jaka jest roznica dla nastgpujacych prawdopodobienstw: P(K = 0),
P(K =1) i P(K>1) wyznaczonych za pomocg tych dwoch modeli, tzn.
|PPoisson(K =0) — PMZPoisson(K — O)l, itd.

Odpowiedzi:
Odp. a)
Niech p, = P(K =k), k =01,... bedzie funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej
K przyjmujacej nieujemne wartosci catkowite. Powiemy, ze rozktad zmiennej K nalezy
do klasy rozktadow typu (@, b, 1), jezeli istniejg state a i b takie, ze:

P _auD ko234
P k

Wartosci funkceji prawdopodobienstwa sg wyrazone w sposob rekurencyjnie poczawszy
od k=1.

Przyktady: rozktad Poissona, dwumianowy, ujemny dwumianowy, geometryczny,
uciety w zerze Poissona, zmodyfikowany w zerze Poissona, uciety w zerze
dwumianowy, zmodyfikowany w zerze dwumianowy,
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Odp. ¢)
|PPoisson(K =0) — PMZPoisson(K — 0)| = 0.0342287
|PPoisson(K =1) - PMZPoisson(K — 1)| = 0.04637
|pPoisson(g > 1) — pMZPoisson(g > 1)| = 0.04841
Rozwiazanie:

Dla rozktadu Poissona:

PPoisson(K = 0) = 0.36673

PPoisson(K = 1) = 0.36788

pPoisson(g > 1) = 1 — pPoisson(g < 1) = 0.26539

Dla zmodyfikowanego w zerze rozktadu Poissona:
pMZzPoisson (g = () = 0.4009587

__ MZPoisson
prerisen _1=Po T k_12,.
1- Po
po = exp(—1.1378461) = 0.32051

_(1.1378461)!

py = ————exp(~1.1378461) = 0.36469

pgAPorssen = 0.4009587

Stad:

pMzPoisson (g — 1) = 1202009987 (3 35469 = 0.32151
1-0.32051 ) )

PMZPoisson(K > 1) =1- PMZPoisson(K < 1) =0.3138
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