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Prawdopodobienstwo i statystyka 26.11.2018

Zadanie 1.

Niech N begdzie zmienna losowa z rozktadu jednostajnego na {0,...,19}. Podaj ile
wynosi warto$¢ oczekiwana EX, gdzie

X= i (N;k)(—nk.

k=0

(Tradycyjnie przyjmujemy 0! = 1 oraz (m) =0dlam < n).
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Zadanie 2.

Rzucamy niezaleznie symetryczna moneta. Jesli wypadnie orzetl otrzymujemy 1 punkt,
jesli reszka 2 punkty. Poczatkowo mamy O punktéw. Jakie jest prawdopodobienistwo,
ze w ktérym$ momencie uzyskamy doktadnie n punktéw (dla n > 9)?
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Zadanie 3.

Niech {X;};-, bedzie taicuchem Markowa na przestrzeni stanéw E = {0, 1,2} z macierza
przejsé
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Rozktad poczatkowy jest jednostajny Pr(Xo = k) = 3 dlak € {0,1,2}.

Zdefiniujmy
Zy = 0,

Zk = (Xk—Xk_1) mod 3, dlak23,
(przyjmujemy typowo: (—1) mod 3 =2 oraz (—2) mod 3 = 1).
Ile wynosi EZ,,?
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Zadanie 4.

Niech X1,...,X,,n > 4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie U(0, 0),

0 > 0. Zdefiniuymy 7T = 1n<1;1<x Xi. ZnajdZ warto$¢ o > 0, ktére minimaluzuje btad
Isn

sredniokwadratory MSE estymatora o7 parametru 6.

(Dla estymatora 0 parametru & MSE definiujemy nastgpujaco: MSE(@) =F (é — 8)2).
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Zadanie 5.

Mamy ciag zmiennych losowych Xi,. .., X,,n > 4 takich, ze EX; = ViVarX; =1,i =
1,...,noraz Cov(X;,X;) = p dlai # j. Zmienne losowe Ii,...,I, sa wzajemnie nieza-
lezne, a takze sa niezalezne od ciagu X, ...,X,, maja rozktad P([; =0) =P(l; =1) =
0.5.
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Zadanie 6.
Niech (X,Y) bgdzie wektorem losowym o tacznej gestosci

Flxy) = 6x dlax>0,y>0,x+y<1,
Y= 0, w przeciwnym przypadku,

X
Zdefiniujmy zmienng losowa T = Xir Ile wynosi VarT?
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Zadanie 7.

Niech X1, X5, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie U (0, 1).
Ustalmy p € (0, 1) oraz zdefiniujmy

N=inf{n>1:X,>1—p}, Y= max X,
inf{n = " r} 0N

gdzie Xp = 0. Ile wynosi EY ?
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Zadanie 8.

Wektor (X,Y,Z) ma tréjwymiarowy rozktad normalny N(u,X) ze Srednia = (u,4u,3u),
gdzie parametr i # O nie jest znany, a macierz kowariancji jest nastgpujaca:

Y =

O = =

1
4
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N = O

Interesuja nas estymatory nieznanego parametru ( postaci
A=aX+bY+cZ, a,b,ceR.

Rozpatrujemy tylko estymatory nieobcigzone. Ile wynosi najmniejsza wariancja takiego
estymatora?
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Zadanie 9.

Szkody Xji,...,X,,n > 3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normal-
nym ze znang Srednig U i nieznang wariancja o’ Oznaczmy & = put Zatézmy, ze

rozktad a priori parametru & to rozktad I'(a, b) (tj. rozktad gamma) ze znanymi parame-
trami a oraz b. Wtedy rozktad a posteriori & pod warunkiem X; = xi,...,X, = x, ma
réwniez rozktad gamma z parametrami a, by, tj. I'(aj, by ). lle wynosi parametr a; ?

Zmienna o rozkladzie I'(e, B) (a, B > 0) ma gestos¢

gdzie
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Zadanie 10.

Rozklad Gumbela z parametrem p (i parametrem skali rtownym 1) — ktéry oznaczamy
przez Gumbel(t) — ma nastgpujaca gestos¢ i dystrybuante:

folt)=e e ™ Fa)=e ¢ ", xeR.
Ustalmy n > 3. Niech 7 bedzie rozktadem n-punktowym na zbiorze {xi,...,x,} wyraza-
jacy si¢ wzorem:
1 : . <
mt(xy) = P (xx),i=1,...,n, gdzieC= Z exp(x;j).
j=1
Niech Zi,...,Z, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Gumbel(0).
Zdefiniujmy zmienne losowe
Yi=x+7, i=1,...,n
oraz
Y = argmaxY;
1<i<n
Jaki rozktad ma zmienna losowa Y ?
) — 1 (exp(xk))k —exp(xy) _ - (exp(xi))i —exp(xi)
(A) Pr(Y_k)—aTe , Cl—i;i—,e )
k=1,...,n
ne 02, erts)
(B) Pr(Y:k>:<k 1>pk_](1_p>n_k7 p:u_nfa kzlv"')”

(C) Pr(Y =k)=m(x), k=1,...,n

n—1

(D) Pr(Y =k) = (k_l

_ _ 1
)pk 1(l—p)" k, P=c k=1,...,n

1
(E) PriY =k)=-, k=1,...,n
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Arkusz odpowiedzi*

IMIE 1 NAZWISKO & v e

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja*
1 D
2 C
3 E
4 A
5 B
6 E
7 C
8 C
9 A

10 C

* Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi

* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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