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Zarzadzanie ryzykiem
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Wartos$ci dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego N(0,1):

Uwagi

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) X F(x)
0,01 0,503989 0,41 0,659097 0,81 0,79103 1,21 0,886861 1,61 0,946301 2,01 0,977784 2,41 0,992024
0,02 0,507978 0,42 0,662757 0,82 0,793892 1,22 0,888768 1,62 0,947384 2,02 0,978308 2,42 0,99224
0,03 0,511966 0,43 0,666402 0,83 0,796731 1,23 0,890651 1,63 0,948449 2,03 0,978822 2,43 0,992451
0,04 0,515953 0,44 0,670031 0,84 0,799546 1,24 0,892512 1,64 0,949497 2,04 0,979325 2,44 0,992656
0,05 0,519939 0,45 0,673645 0,85 0,802337 1,25 0,89435 1,65 0,950529 2,05 0,979818 2,45 0,992857
0,06 0,523922 0,46 0,677242 0,86 0,805105 1,26 0,896165 1,66 0,951543 2,06 0,980301 2,46 0,993053
0,07 0,527903 0,47 0,680822 0,87 0,80785 1,27 0,897958 1,67 0,95254 2,07 0,980774 2,47 0,993244
0,08 0,531881 0,48 0,684386 0,88 0,81057 1,28 0,899727 1,68 0,953521 2,08 0,981237 2,48 0,993431
0,09 0,535856 0,49 0,687933 0,89 0,813267 1,29 0,901475 1,69 0,954486 2,09 0,981691 2,49 0,993613
0,1 0,539828 0,5 0,691462 0,9 0,81594 13 0,9032 1,7 0,955435 2,1 0,982136 2,5 0,99379
0,11 0,543795 0,51 0,694974 0,91 0,818589 1,31 0,904902 1,71 0,956367 2,11 0,982571 2,51 0,993963
0,12 0,547758 0,52 0,698468 0,92 0,821214 1,32 0,906582 1,72 0,957284 2,12 0,982997 2,52 0,994132
0,13 0,551717 0,53 0,701944 0,93 0,823814 1,33 0,908241 1,73 0,958185 2,13 0,983414 2,53 0,994297
0,14 0,55567 0,54 0,705401 0,94 0,826391 1,34 0,909877 1,74 0,95907 2,14 0,983823 2,54 0,994457
0,15 0,559618 0,55 0,70884 0,95 0,828944 1,35 0,911492 1,75 0,959941 2,15 0,984222 2,55 0,994614
0,16 0,563559 0,56 0,71226 0,96 0,831472 1,36 0,913085 1,76 0,960796 2,16 0,984614 2,56 0,994766
0,17 0,567495 0,57 0,715661 0,97 0,833977 1,37 0,914657 1,77 0,961636 2,17 0,984997 2,57 0,994915
0,18 0,571424 0,58 0,719043 0,98 0,836457 1,38 0,916207 1,78 0,962462 2,18 0,985371 2,58 0,99506
0,19 0,575345 0,59 0,722405 0,99 0,838913 1,39 0,917736 1,79 0,963273 2,19 0,985738 2,59 0,995201
0,2 0,57926 0,6 0,725747 1 0,841345 14 0,919243 1,8 0,96407 2,2 0,986097 2,6 0,995339
0,21 0,583166 0,61 0,729069 1,01 0,843752 1,41 0,92073 1,81 0,964852 2,21 0,986447 2,61 0,995473
0,22 0,587064 0,62 0,732371 1,02 0,846136 1,42 0,922196 1,82 0,96562 2,22 0,986791 2,62 0,995604
0,23 0,590954 0,63 0,735653 1,03 0,848495 1,43 0,923641 1,83 0,966375 2,23 0,987126 2,63 0,995731
0,24 0,594835 0,64 0,738914 1,04 0,85083 1,44 0,925066 1,84 0,967116 2,24 0,987455 2,64 0,995855
0,25 0,598706 0,65 0,742154 1,05 0,853141 1,45 0,926471 1,85 0,967843 2,25 0,987776 2,65 0,995975
0,26 0,602568 0,66 0,745373 1,06 0,855428 1,46 0,927855 1,86 0,968557 2,26 0,988089 2,66 0,996093
0,27 0,60642 0,67 0,748571 1,07 0,85769 1,47 0,929219 1,87 0,969258 2,27 0,988396 2,67 0,996207
0,28 0,610261 0,68 0,751748 1,08 0,859929 1,48 0,930563 1,88 0,969946 2,28 0,988696 2,68 0,996319
0,29 0,614092 0,69 0,754903 1,09 0,862143 1,49 0,931888 1,89 0,970621 2,29 0,988989 2,69 0,996427
0,3 0,617911 0,7 0,758036 11 0,864334 15 0,933193 19 0,971283 2,3 0,989276 2,7 0,996533
0,31 0,62172 0,71 0,761148 1,11 0,8665 1,51 0,934478 1,91 0,971933 2,31 0,989556 2,71 0,996636
0,32 0,625516 0,72 0,764238 1,12 0,868643 1,52 0,935745 1,92 0,972571 2,32 0,98983 2,72 0,996736
0,33 0,6293 0,73 0,767305 1,13 0,870762 1,53 0,936992 1,93 0,973197 2,33 0,990097 2,73 0,996833
0,34 0,633072 0,74 0,77035 1,14 0,872857 1,54 0,93822 1,94 0,97381 2,34 0,990358 2,74 0,996928
0,35 0,636831 0,75 0,773373 1,15 0,874928 1,55 0,939429 1,95 0,974412 2,35 0,990613 2,75 0,99702
0,36 0,640576 0,76 0,776373 1,16 0,876976 1,56 0,94062 1,96 0,975002 2,36 0,990863 2,76 0,99711
0,37 0,644309 0,77 0,77935 1,17 0,879 1,57 0,941792 1,97 0,975581 2,37 0,991106 2,77 0,997197
0,38 0,648027 0,78 0,782305 1,18 0,881 1,58 0,942947 1,98 0,976148 2,38 0,991344 2,78 0,997282
0,39 0,651732 0,79 0,785236 1,19 0,882977 1,59 0,944083 1,99 0,976705 2,39 0,991576 2,79 0,997365
0,4 0,655422 0,8 0,788145 1,2 0,88493 1,6 0,945201 2 0,97725 2,4 0,991802 2,8 0,997445
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Zadanie 1.

Dysponujemy nastepujgcymi danymi dla spotek A i B. Spétki A i B znajdujg sie w
réznych sektorach gospodarki:

Wspolczynnik beta dla akcji spotki A 1.4
Wspolczynnik beta dla akcji spotki B 1.1
Stopa zwrotu z portfela rynkowego na rynku, 6%
na ktorym handlowane sg akcje spotki Ai B
Stopa wolna od ryzyka dla obligacji 3%
rzagdowych

Stosunek kapitalu pozyskanego w drodze emisji akcji 1 obligacji dla spotki A wynosi
2:3, stosunek kapitatu pozyskanego w drodze emis;ji akcji 1 obligacji dla spotki B wynosi
1:1 (zgodnie z warto$ciami rynkowymi). Spotki wyceniane sg jako firmy wolne od
ryzyka kredytowego, co znajduje odzwierciedlenie w koszcie sptaty zobowigzan z
wyemitowanych obligacji. Stosujemy model CAPM do wyznaczenia kosztu emisji akcji.

a)

b)

d)

Wyznacz koszt kapitalu (WACC) dla spotki A jako wazony koszt emisji akcji i
obligacji (2p),

Spotka A planuje poszerzy¢ swoja dzialalno$¢ w obecnym sektorze pozyskujac
zrédla finansowania w stosunku 2:3. Zaproponuj i uzasadnij stop¢ dyskonta,
ktora spotka A powinna wykorzysta¢ do oceny zyskownosci projektu
inwestycyjnego poszerzenia swojej obecnej dziatalnosci (1p),

Spotka A planuje przeja¢ spotke B. Zakup spotki B zostanie sfinansowany
poprzez emisj¢ akcji 1 obligacji w stosunku 1:1. Zaproponuj i1 uzasadnij stopg
dyskonta, ktorg spotka A powinna wykorzysta¢ do oceny zyskownosci projektu
inwestycyjnego zakupu spotki B (1p),

Wyjasnij, czy wyznaczony przez Ciebie w punkcie c) koszt emisji akcji
zmienitby sie, jezeli zakup zostatby finansowany przez emisj¢ akcji 1 obligacji w
stosunku 1:2. Réwnowaznie, czy premia za ryzyko akcji dla spotki zalezy od
struktury finansowania tejze spotki (1p)?

Odpowiedzi:

a)

b)

d)

Koszt emisji obligacji = 3%.
Koszt emisji akcji A zgodnie z CAPM = 3%+1.4*(6%-3%) = 7.20%.
WACC = 2/5*%7.20%+3/5%3% = 4.68%.

Nalezy wykorzystac stope 4.68%, poniewaz ta stopa odzwierciedla oczekiwania
inwestorow dotyczace zwrotow z inwestycji w spotke A.

Koszt emisji akeji B zgodnie z CAPM = 3%+1.1*(6%-3%) = 6.30%.

WACC = 1/2*%6.30%+1/2*%3% = 4.65%.

Nalezy tym razem wykorzysta¢ stope 4.65% poniewaz ta stopa odzwierciedla
oczekiwania inwestorow dotyczace zwrotow z inwestycji w spotke B.

Spodziewamy si¢, ze premia za ryzyko bedzie wyzsza dla spotki, dla ktorej
udziat obligacji w strukturze finansowania dziatalnos$ci jest wyzszy, poniewaz



Zarzadzanie ryzykiem 20.09.2022 r.

narazona jest ona na wigksze ryzyko finansowe obstugi dlugu. Dzwignia
finansowa powoduje, ze akcjonariusze domagaja si¢ odpowiednio wyzszej stopy
zwrotu. Jest to jedna z obserwacji empirycznych, ktora podwaza wykorzystanie
modelu CAPM w praktyce (anomalie CAPM) i wskazuje na konieczno$¢
wykorzystania modeli wieloczynnikowych.

Przyktadowa literatura: Rozdziaty 5.2-5.3 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,
Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017 oraz
Rozdziaty 8.3, 9.1-9.3 w “Principles of Corporate Finance”, 13" edition — R. Brealey, S.
Myers, F. Allen, McGraw Hill, 2020.
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Zadanie 2.

a) Wyjasnij experience rating oraz risk rating jako metody kwantyfikacji ryzyka
poziomu $miertelnosci, w szczegdlnosci przedstaw podstawowe zatozenia i
modele/techniki stosowane w obrgbie tych metod kwantyfikacji ryzyka (2p.),

b) Podaj i krotko opisz jeden model/technikg, ktéry mozna wykorzysta¢ do
kwantyfikacji ryzyka zmiennosci $miertelnosci (1p.),

c) Podaj i krotko opisz jeden model/technike, ktory mozna wykorzystaé do
kwantyfikacji ryzyka trendu $miertelnosci (1p.),

d) Podaj przyktad innego czynnika ryzyka w ubezpieczeniach (poza ryzykiem
$miertelnosci 1 dlugowiecznos$ci), ktore moze by¢ kwantyfikowane przy uzyciu
metod experience rating lub risk rating, 1 krétko opisz to ryzyko (1p.)

Odpowiedzi:
a-c) W oparciu np. o rozdzial 14.8 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2"

edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.
d) Np. Ryzyko rezygnacji.
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Zadanie 3.

Rozwazmy 3-letnie ubezpieczenie z funduszem inwestycyjnym ze sktadka jednorazowsg
1 gwarancja minimalnego $wiadczenia zwigzanego z dozyciem konca trwania
ubezpieczenia. Pomijamy w tym zadaniu $wiadczenie w wyniku zgonu. Skiadka w
wysokos$ci 100 wptacana jest na fundusz w momencie t=0, ktorego dynamika opisana
jest geometrycznym ruchem Browna zgodnie ze wzorem

dS(t) = aS(t)dt + bS(t)dW (1),

gdzie a = 6%, b =15%. Zwroty z funduszu determinujg warto$¢ rachunku w
ubezpieczeniu. Na koncu kazdego roku, z rachunku pobierana jest przez ubezpieczyciela
optata w wysokosci 3% wartosci rachunku. W momencie kofica trwania umowy, jezeli
ubezpieczony przezyje, ubezpieczyciel wyptaca ubezpieczonemu wickszg z wartosci:
warto$§¢ rachunku lub wptacong sktadke powigckszong o stope zwrotu 5% rocznie.
Prawdopodobienstwo $miertelnosci wynosi 1% rocznie w calym okresie trwania
ubezpieczenia, zgodnie z najlepszym oszacowaniem aktuariusza. Zobowigzanie
ubezpieczyciela jest rowne $wiadczeniu ptatnemu na koniec trwania umowy. Na rynku
finansowym obserwujemy ptaska strukture terminowg i stopa wolna od ryzyka wynosi
2% w okresie rocznym. Ryzyko $miertelnos$ci jest niezalezne od ryzyka finansowego 1
zaktadamy, ze ryzyko $miertelnosci jest w petni dywersyfikowalne w portfelu. Opcje
kwotowane na rynku finansowym wyceniane sg zgodnie z modelem Blacka-Scholesa.
Na rynku finansowym dost¢pne sg rachunek bankowy wolny od ryzyka oraz fundusz.
Nie ma ograniczen w handlu na rynku finansowym.

a) Opisz zasade wyceny zobowigzan obowigzujacg w rezimie Wyptacalnos¢ II (1p),

b) Wyznacz wartos¢ zobowigzania w rezimie Wyptacalno$¢ Il. Wyjasnij swoje
obliczenia odwotujac si¢ do zasad wyceny w rezimie Wyptacalnos¢ 11 (2p),

c) Ocen czy oplata pobierana z rachunku przez ubezpieczyciela jest wystarczajaca
do pokrycia gwarancji minimalnego $wiadczenia (1p),

d) Wyznacz prawdopodobienstwo, uwzgledniajac ryzyko finansowe 1 Smiertelnosci,
ze gwarancja minimalnego $wiadczenia bedzie in-the-money dla pojedynczej
polisy (1p).

Wskazéwka 1: wzor Blacka Scholesa dla opcji put:

Cena opcji put = —N(—d;)S(0) + N(—d,)Ke™'T,
1 S(O)) ( 02> )
d, = lo +(r+—]|T), d,=d,—oVT.
1 aﬁ( g( K ) 2 1

Wskazéwka 2: rozwigzaniem stochastycznego rownania rozniczkowego dla ceny akcji
1
jest proces S(t) = eat_5b2t+bw(t), gdzie W (t)~N (0, bt).
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Odpowiedzi:

a)

b)

W oparciu np. o art. 75-79 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO
1 RADY 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i
prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyplacalnosé I).

Poniewaz ryzyko $miertelnosci jest w peini dywersyfikowalne w portfelu,
mozemy zalozy¢, ze losowa liczba zgondéw jest rowna wartosci oczekiwanej
liczby zgonow obliczonej przy realistycznych zatozeniach dotyczacych
przysztych wsp. umieralnosci. W konsekwencji, liczba §wiadczen zwigzanych z
dozyciem jest traktowana w sposob deterministyczny w wycenie zobowigzania.
Poniewaz mozemy replikowa¢ przeptywy finansowe, warto§¢ zobowigzania jest
rowna warto$ci rynkowej portfela replikujacego zobowigzanie. Dodatkowo,
powinniSmy réwniez wyznaczy¢ margines ryzyka zwigzany z ryzykiem
dlugowiecznosci (trwaty spadek wsp. umieralnosci o 20%). W celu uproszczenia
obliczen warto$ci zobowigzania, mozna byto jednak pomina¢ ten komponent.

Zatézmy, ze S(0)=1. Wtedy S(T) opisuje stope zwrotu z funduszu w catym
okresie trwania umowy. Warto$¢ rachunku ¥ w momencie 7" dana jest wzorem

F(T) =F(0)«S(T) = (1 —p)", F(0) = Sktadka,
gdzie p oznacza optate pobierang z rachunku. Zobowigzanie ma postaé

H = Ns*max(F(T),F(0) *(1+ ¢g)7)
= N xmax(F(0) x (1 + g)T — F(0) = S(T) * (1 — p)7, 0)
+ N *F(0) *S(T) * (1 —p)"
(1+g)"

=N*(l—p)T*F(O)*max(m—S(T),O>+N*F(T),

gdzie g oznacza gwarantowang stope zwrotu i N jest zmienng losowa, ktora
opisuje czy ubezpieczony dozyt konca umowy. Zgodnie z zatozeniami,
przyjmujemy, ze N = (1 — 1%)3.

Wykorzystujac wzor Blacka-Scholesa, wartos¢ 1 jednostki opcji put przy
parametrach

(14 5%)3

=log(1+0.02),0 =0.15,T =3, K = ——,
r Og( ) o (1_3%)3

s(0) =1,

jest rowna 0.2365. Wartoéé gwarancji wynosi (1 — 1%)3 * 100 * (1 — 3%)3 *
0.2365 = 20.9489. Warto$¢ rachunku wynosi (1 — 1%)3 % 100 = (1 — 3%)3 =
88.5565, poniewaz obecna wartos¢ S(7) jest rowna S(0)=I1. Wartos¢
zobowigzania jest rowna 20.9489 + 88.5565 = 109.5055.

Poniewaz warto$¢ zobowigzania przekracza wptacong sktadke, pobierana optata
nie jest wystarczajaca do pokrycia gwarancji.



Zarzadzanie ryzykiem 20.09.2022 r.

d) Gwarancja finansowa jest in-the-money jezeli F(T) < F(0) * (1 + g)7, czyli

eaT—%bZTHJW(T) (1+g)7

a-pT’
Poniewaz liczymy prawdopodobienstwo rzeczywiste, podstawiamy a=6%, a nie
stope wolng od ryzyka, tak jak przy wycenie opcji. Przeksztatcajac powyzsza
nierdwnos$¢, dostajemy

((1+9)T

_ 12
n (1—p)T) aT+Zb T

W(T) <

b

Prawdopodobienstwo, ze gwarancja finansowa jest in-the-money wynosi 0.6376.
Dodatkowo, ubezpieczony musi przezy¢é z prawdopodobienstwem (1 —
1%)3 =0.9703, aby wykona¢ gwarancje.  Ostatecznie,  dostajemy
prawdopodobienstwo, jako iloczyn dwoch prawdopodobienstw, rowne 0.6187.

Uwaga: W arkuszu pojawila si¢ bledna wskazéwka, moéwiaca zZe
W (t)~N(0,b%t), podczas gdy W(t)~N(0,t). Ten element nie wpltywal na
ostateczng oceng zadania.

Przyktadowa literatura: Rozdziat 18.2 w “Actuarial Finance — Derivatives, Quantitative
Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019 oraz art. 75-
79 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO I RADY 2009/138/WE z dnia
25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci
ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnosc II).
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Zadanie 4.

Rozwazamy ryzyko rezerw pochodzace z poprzednich lat szkodowych i1 stochastyczng
wersj¢ modelu Chain-Ladder (model Merza-Wiitricha). Ponizsza tabela przedstawia
prognoze najlepszego oszacowania przysztych ptatnosci (BEL) na poczatku roku
kalendarzowego oraz wariancj¢ straty jednorocznej w kolejnych latach kalendarzowych.
Rozwazamy wylacznie btad sktadnika losowego w procesie rozwoju szkdd 1 pomijamy
btad estymacji parametrow w modelu Chain-Ladder.

Rok kalendarzowy BEL Wariancja straty
jednorocznej
1 300 102
2 200 62
3 80 32

Roczna stopa wolna od ryzyka wynosi 0% - nie uwzgledniamy wiec dyskontowania w
obliczeniach. Koszt kapitalu wynosi 6%. Wymoég kapitatowy dla ryzyka rezerw w
rezimie Wyptacalno$¢ II na najblizszy rok kalendarzowy zostal obliczony na poziomie

40.

a)

b)

Wyjasnij, czy aktuariusz wyznaczajacy wymog kapitalowy w rezimie
Wyptacalnos¢ I przyjat rozklad normalny w swoich obliczeniach, czy tez inny
rozktad (1p),

Wyznacz warto$¢ zobowigzania w rezimie Wyplacalnos¢ II na poczatku
najblizszego roku kalendarzowego (rok kalendarzowy 1) - wyznacz warto$¢
najlepszego oszacowania oraz margines ryzyka. Wyjasnij swoje obliczenia. Do
prognozy wymogdéw kapitatowych w kolejnych latach kalendarzowych i
obliczenia marginesu ryzyka zaproponuj czynnik ryzyka i uzasadnij swoj wybor
(2p),

Wyznacz wymog kapitatlowy dla ryzyka rezerw w horyzoncie ostatecznym
stosujagc miar¢ Value-at-Risk na poziomie 75%. Przyjmij zalozenie, Zze szkode
ostateczna, czyli zagregowane ptatnosci, mozna aproksymowac rozktadem log-
normalnym 1 straty jednoroczne sg nieskorelowane w kolejnych latach
kalendarzowych. Wyjasnij swoje obliczenia (2p).

1
Wskazowka: Niech X = e®*Z gdzie Z~N(0,1). Wtedy E[X*] = e%¥ P

Odpowiedzi:

a)

b)

Wymog kapitatowy w rezimie Wyplacalno$¢ II wyznaczamy jako kwantyl rzgdu
99.5% w rozkladzie straty jednorocznej. Jezeli zostatoby przyjete zatozenie o
rozkladzie normalnym straty jednorocznej, wtedy otrzymaliby$my kapitalt w
wysokosci 2.58*10=25.80.

Warto$¢ najlepszego oszacowania wynosi 300. Wymogi kapitalowe w kolejnych
latach mozemy prognozowa¢ wykorzystujac jeden z dostgpnych czynnikow
ryzyka: przyszte wartosci BEL, wariancje lub odchylenia straty jednorocznej w
kolejnych latach kalendarzowych. W praktyce, wymoég kapitalowy moze by¢

11
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proporcjonalny do wartosci BEL (ryzyko rezerw w Formule Standardowej) lub
moze by¢ aproksymowany przy pomocy bledu $redniokwadratowego prognozy
straty jednorocznej (model Merza-Wiitricha 1 parametry specyficzne w ryzyku
rezerw). Stosujac BEL do prognozy wymogéw kapitatowych w kolejnych latach
kalendarzowych dostajemy:

Rok kalendarzowy BEL SCR
1 300 40
2 200 26.6667
3 80 10.6667
Margines ryzyka wynosi:

o — Co Zn SCRQ) _ . ( 40 266667 106667 )
= * _ = *
° i 15 0% " (1+0%)2 " (1+0%)3

Warto$¢ zobowigzania wynosi 300+4.64=304.64.

c) Strata ostateczna jest rowna roznicy pomigdzy obecnym najlepszym
oszacowaniem szkody ostatecznej a finalng realizacja szkody ostatecznej, gdzie
przez szkode ostateczng rozumiemy w tym przykladzie zagregowane przyszie
ptatnosci w latach kalendarzowych 1, 2 i 3. Strata ostateczna jest rowniez rowna
sumie strat jednorocznych w kolejnych latach kalendarzowych (zmian w
najlepszym oszacowaniu szkody ostatecznej). Korzystajac z braku korelacji
pomiedzy stratami, mozemy wyznaczy¢:

Var(L) =Var(L, + L, + L3) = Var(L,) + Var(L,) + Var(Ls)
=100+ 36 + 9 = 145.

W konsekwencji, szkoda ostateczna ma rozktad o wartosci oczekiwanej rownej
300 (warto$¢ BEL na poczatku roku kalendarzowego 1) 1 wariancji 145. Stosujac
metode momentdéw mozemy wyznaczy¢ parametry a i b, ktoére sg rowne
a=5.7029 1 b=0.0401. W konsekwencji, wymog kapitalowy w horyzoncie
ostatecznym wynosi

e5.7029+0.0401*0.6745 — 300 = 7.9815.

Przyktadowa literatura: “Claims run-off uncertainty: the full picture” - M. Merz, M.V.
Wiithrich, 2015 oraz Rozdziaty 2 13.3 w “A review of the risk margin — Solvency Il and
beyond” - A. J. Pelkiewicz, S. W. Ahmed, P. Fulcher, K. L. Johnson, S. M. Reynolds, R.
J. Schneider and A. J. Scott, British Actuarial Journal 25, s. 1-72, 2020.
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Zadanie 5.

Jako poczatkowa date wyceny pozycji w bilansie rozwazamy poczatek roku
kalendarzowego 2022. Firma ubezpieczeniowa posiada jednoroczne zobowigzanie.
Swiadczenia sa ptatne pod koniec roku kalendarzowego i pochodza z rozktadu log-
normalnego o warto$ci oczekiwanej 1,000 i odchyleniu 2,000. Warto$¢ zobowigzania
wyznaczamy jako najlepsze oszacowanie zdyskontowanych przysztych $wiadczen,
gdzie do dyskontowania wykorzystujemy stope wolng od ryzyka dla odpowiednego
terminu zapadalnos$ci zobowigzania. Firma posiada srodki wlasne w wysokosci 1,300.
Aktywa, rowne pasywom, zostaly zainwestowane w 60% w 4-letnig zero-kuponowa
obligacje rzadowa, bez ryzyka kredytowego, o rocznej stopie rentownos$ci rownej 3.5%
oraz w 40% w akcje. Instrumenty finansowe wyceniane s3 zgodnie z warto§ciami
rynkowymi i na rynku finansowym obserwujemy ptaska strukture terminowa.

a) Wyjasnij pojecie reverse stress test (1p),

b) Wyznacz warto$¢ $rodkow wiasnych na koniec roku kalendarzowego, po
wyptaceniu $wiadczen, przy scenariuszu: spadek stopy rentownosci z obligacji
do poziomu 2% (nadal zaktadamy plaska strukture terminowa), spadek ceny
akcji o 15%, wysokos¢ Swiadczenh na poziomie kwantyla 75% rozkiadu
prawdopodobienstwa (2p),

c¢) Wyznacz scenariusz dla wysokosci $wiadczen (kwantyl w rozkladzie
prawdopodobienstwa), przy ktérym zostang wyczerpane $rodki wiasne na koniec
roku kalendarzowego. Przyjmij zatozenie, ze akcje zarabiajg stope wolng od
ryzyka i stopa rentownosci dla obligacji nie zmienia si¢ (2p).

1
Wskazéwka: Niech X = e**bZ gdzie Z~N(0,1). Wtedy E[X*] = Wk +ab* K"

Odpowiedzi:

a) Reverse stress test dla czynnika ryzyka (lub grupy czynnikéw ryzyka) jest to
scenariusz, ktory prowadzi do zadanego z goéry zdarzenia, np. wyczerpania
srodkow wlasnych w podpunkcie ¢) w tym zadaniu.

b) Stosujac metode momentéw mozemy wyznaczy¢ parametry a i b w rozktadzie
log-normalnym opisujagcym losowe $wiadczenie w chwili t=1. Dostajemy:
a=6.1030 1 b=1.2686. Warto$¢ zobowigzania w zadanym scenariuszu na moment
t=1 wynosi e6.1030+1.2686*0.6745 — 1,052284‘2

L0090 _ 966.1836. Wartosé
1+3.5%

aktywoéw na moment t=0 wynosi wigc 1,300+966.18.36=2,266.1836 Wartos¢
akcji na moment t=0 wynosi 40%%*2,266.1836 =906.4734. Wartos¢ akcji w
zadanym scenariuszu na moment t=1 wynosi 906.4734%(1-15%)=679.8551.
Warto$¢ obligacji na moment t=0 wynosi 60%%2,266.1836 =1,359.7101.
Warto$¢ obligacji w zadanym scenariuszu na moment t=1 wynosi

Warto$¢ zobowigzania na moment t=0 wynosi

(1 + 3.5%)*
1,359.7101 = TS IE = 1,470.3043.
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Wysokos¢ srodkéw wiasnych na moment t=1 wynosi 679.8551+1,470.3043-
1,052.2842=1,097.8752.

c) Wyznaczamy scenariusz dla zmiennej z rozkltadu Z~N(0,1), przy ktérym
warto$¢ zobowigzania przekroczy warto§¢ aktywow. Nalezy wyznaczy¢ warto$é
z rOwnania:

6.1030+ .2686+z (1+3.5%)*
e > 906.4734 « (1 + 3.5%) + 1,359.7101 = (173597
Dostajemy z > 1.3063, co odpowiada prawdopodobienstwu 9.57% w prawym
ogonie rozktadu prawdopodobienstwa.

Przyktadowa literatura: Rozdzial 3.5.6 w “Actuarial Aspects of ERM for Insurance
Companies”, 2016.
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Zadanie 6.

Rozwazamy ryzyko sktadki i ryzyko rezerw w rezimie Wyptacalnos¢ II w segmencie
ubezpieczenia odpowiedzialno$ci cywilnej z tytulu uzytkowania pojazdow
mechanicznych (segment 1) oraz w segmencie ubezpieczenia od ognia i innych szkod
rzeczowych (segment 4). Miary wielko$ci ryzyka sktadki wynosza, odpowiednio, 500 i
700, odchylenia standardowe ryzyka skladki wynosza 10% 1 8%, miary wielkoS$ci
ryzyka rezerw wynosza 300 i 200, odchylenia standardowe ryzyka rezerw wynosza 9% i
10%, wspolczynnik korelacji pomiedzy ryzykiem sktadki i ryzykiem rezerw wynosi 0.5,
wspotczynnik korelacji pomigdzy segmentami wynosi 0.25.

a) Stosujemy agregacj¢ hierarchiczng zgodnie z Formulg Standardowg. Na
pierwszym poziomie agregujemy ryzyko sktadki z ryzykiem rezerw dla kazdego
segmentu oddzielnie, na kolejnym poziomie agregujemy taczne ryzyko sktadki i
rezerw pomiedzy dwoma segmentami. Wyznacz wymog kapitatlowy dla ryzyka
sktadki i ryzyka rezerw dla obu segmentéw lacznie (zdywersyfikowany kapitat)
(2p),

b) Podaj przyktad dwuwymiarowego rozktadu strat (rozktady brzegowe i struktura
zalezno$ci), przy ktorym metoda agregacji ryzyka z Formuly Standardowej jest
poprawna. OdpowiedZ uzasadnij wyprowadzajac wzoér na miar¢ VaR dla
zagregowanej straty (2p),

c) Firma analizuje ryzyko sktadki w segmencie I w oparciu o swoje historyczne
dane. Posiadamy nastgpujace informacije:

Rok szkodowy ¢t Zagregowane szkody w Sktadka zarobiona w roku
roku szkody y; szkody x;
(najlepsze oszacowania po
pierwszym roku)

1 35 100
2 110 150
3 100 200

Zaktadamy, ze wspoélczynnik z, = % ma rozktad normalny o takich samych
t

parametrach niezaleznych od roku szkody. Oszacuj odpowiedni parametr
rozktadu zmiennej z, metoda momentéw 1 ocen czy wspodtczynnik odchylenia
standardowego z Formuly Standardowej powinien by¢ wykorzystany przez firme
do wyznaczenia wymogu kapitatowego dla ryzyka sktadki (1p).

Odpowiedzi:

a) Wymog kapitatowy dla segmentu I:

3 /(500 * 0.1)2 + (300 * 0.09)% + 2 = 500 * 0.1 * 300 * 0.09 * 0.5
= 203.0049
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b)

Wymog kapitatlowy dla segmentu II:

3 * \/(700 *0.08)% 4+ (200 * 0.1)%2 4+ 2 * 700 * 0.08 * 200 * 0.1 0.5
= 204.7047

Wymég kapitatowy dla segmentu 1 II:

\/(203.004-9)2 + (204.7047)? + 2 x 203.0049 * 204.7047 * 0.25
= 322.3244.

Rozwazmy wektor o tgcznym rozktadzie normalnym:

X1 01 [a? a*b*p)
(Xz>~N<[O]'[a*b*p b?

Z wtasno$ci rozktadow normalnych, dostajemy

VaR,(X; +X;) = ¢ 2 (p) xJa? + b2+ 2xaxb*p =
JVaR,(X1))? + (VaR,(X2))? + 2 * VaR,(Xy) * VaR,(X;) * p.

Powyzsza wtasnos¢ dla kwantyli jest spelniona dla wszystkich rozktadéw
eliptycznych.

Wyznaczamy historyczne realizacje wspotczynnikéw szkodowosci z; =
0.35,z, = 0.73,z3 = 0.5. Wyznaczamy odchylenie standardowe, wykorzystujac
klasyczny estymator nieobcigzony, rowne 0.19. Otrzymana warto$¢ jest wyzsza
niz warto$¢ wspoétczynnika z Formuly Standardowej. Zgodnie z Dyrektywa,
jezeli profil ryzyka zaktadu ubezpieczen znacznie odbiega od zalozen lezacych u
podstaw obliczen wedlug Formuly Standardowej, organy nadzoru moga
wymagac zastgpienia czesci parametréw stosowanych w obliczeniach wedlug
Formuty Standardowej parametrami specyficznymi dla tego zakladu.
Jednoczesnie, zgodnie z Rozporzadzeniem Delegowanym, aby wykorzystywac
parametry specyficzne, firma powinna posiada¢ co najmniej 5 lat wiarygodnych
obserwacji. W tym przyktadzie, wspotczynnik powinien by¢ monitorowany w
kolejnych latach, aby ustali¢, czy Formuta Standardowa jest adekwatna do oceny
ryzyka sktadki.

Przyktadowa literatura: Rozdziat 8.4 w “Quantitative Risk Management: Concepts,

Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,

2015,

art. 110 w DYREKTYWA PARLAMENTU EUROPEJSKIEGO [ RADY

2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia
dziatalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnosé¢ II) oraz art. 218-220 1
Zatacznik XVII w ROZPORZADZENIE DELEGOWANE KOMISJI (UE) 2015/35 z dnia
10 pazdziernika 2014 r. uzupetniajgce dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej i
reasekuracyjnej (Wypltacalnosé Il).
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Zadanie 7

Rozwazamy spotke, ktora posiada dwie linie biznesowe A 1 B. Posiadamy nastepujace
informacje:

Linia A Linia B
Kapitat ekonomiczny przed 140 200
dywersyfikacja
Oczekiwany zysk 80 120

Dodatkowo, wspolczynnik korelacji Pearsona pomig¢dzy stratami w liniach A i B wynosi
0.25. Kapital ekonomiczny wyznaczamy stosujagc miar¢ odchylenia standardowego
przemnozonego przez 2.

a) Wyjasnij na czym polega problem alokacji zdywersyfikowanego kapitalu z
poziomu spotki do poziomu linii biznesowych. Podaj ogdlny wzor alokacji
kapitalu metoda Eulera dla dowolnej miary ryzyka oraz szczegoélny przypadek
dla miary ryzyka opartej na odchyleniu standardowym (2p),

b) Wyznacz zdywersyfikowany kapital ekonomiczny dla spotki i1 alokacje
zdywersyfikowanego kapitatu ekonomicznego do poziomu linii biznesowych
stosujac alokacje Eulera (2p),

c) Wyznacz miary RAROC dla spétki i obu linii biznesowych stosujac
zdywersyfikowany kapitat zaalokowany do linii (1p).

Odpowiedzi:

a) W oparciu np. o rozdzial 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst,
Princeton, 2015.

b) Poniewaz stosujemy miar¢ ryzyka proporcjonalng do odchylenia standardowego,
dostajemy zdywersytikowany kapitat

RC(L;+ L) = \/(140)2 + (200)2 4+ 2 * 140 * 200 * 0.25 = 271.2932

Jednoczes$nie, mozemy wyznaczy¢ odchylenia standardowe w liniach

Linia A Linia B
Kapitat ekonomiczny przed 140 200
dywersyfikacja
Odchylenie standardowe 70 100

17
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Wyznaczamy alokacje do linii pierwszej

cov(Ly, Ly + Ly) 702 4+ 70 * 100 = 0.25
SD(Ly + L) V702 + 1002 + 2 x 70 * 100 = 0.25
= 98.0489.

Alokacja do linii drugiej wynosi

cov(Ly, Ly + Ly) 100% + 70 * 100 * 0.25
EC(L,|L) = 2 * _
SD(Ly + L) V702 + 1002 + 2 x 70 * 100 = 0.25
= 173.2443.

c) Zakladajac koszt kapitatu rowny 6% oraz kapitaly wlasne tozsame z kapitalem
ekonomicznym, wyznaczamy miary RAROC:

80 — 6% = 98.0489

RAROC jniq 4 = 98.0489 ’
120 — 6% * 173.2443
RAROCjinia s = 173.2443 ’
80 + 120 — 6% * 271.2932
RAROCspéia = 271.2932

Alternatywnie, w zwigzku z brakiem w tresci zadania doprecyzowania zatozen
potrzebnych do wyznaczenia miar RAROC, mozna bylo policzy¢ miary

RORAC:
80
RORAC)jpig s = 98.0489"
120
RORACliniaB = 173 2443_;
80+ 120
RORACspoika = 5775937

Przyktadowa literatura: Rozdziat 8.5 w “Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques and Tools”, revised edition - A. McNeil, R. Frey, P. Embrechst, Princeton,
2015 oraz “EVA/RAROC vs. MCEV Earnings: A Unification Approach”, C. Kraus, The
Geneva Papers on Risk and Insurance - Issues and Practice 38, s. 113—136, 2013.
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Zadanie 8.

a) Wyjasnij krotko cztery podstawowe metody zarzadzania ryzykiem (reduce,
remove, transfer, accept), w szczeg6lnosci wskaz jeden przyklad dla kazdej
metody (4p),

b) Podaj przyktad metody zarzadzania ryzykiem cyber (1p).

Odpowiedzi:

a) W oparciu np. o rozdziat 16.1 w “Financial Enterprise Risk Management”, 2nd
edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.

b) W oparciu np. o rozdziat 16.12.3 w “Financial Enterprise Risk Management”,
2nd edition - P. Sweeting, Cambridge, 2017.
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Zadanie 9.

Firma ubezpieczeniowa posiada zobowigzanie w wysokosci 500 w terminie
zapadalno$ci rownym 7 lat. Struktura terminowa stop procentowych wyznaczona jest w
oparciu o dwie stopy w terminach zapadalnosci 5 i 10 lat w wysokosci, odpowiednio,
4% 1 8%. Stopy w pozostatych terminach zapadalnosci, pomig¢dzy 5 i 10, definiowane sg
poprzez liniowg aproksymacje stop z termindw zapadalnosci 5 1 10 lat. Przyjmujemy, ze
stopy sa stopami spot oprocentowania ciagtego.

a)

b)

Stosujac  aproksymacje¢ Taylora pierwszego rzedu wyznacz warto$¢
zobowigzania w scenariuszu spadku stopy w terminie zapadalnosci 10 lat o 0.3pp
(2p),

Wyznacz sktad portfela inwestycyjnego, o wartosci poczatkowej rownej wartosci
zobowigzania, zabezpieczajagcego powyzszg zmian¢ wartosci zobowigzania,
zaktadajac, ze w portfelu inwestycyjnym znajdujg si¢ obligacje zerokuponowe o
terminach zapadalno$ci 5 1 10 lat. Zastosuj aproksymacj¢ Taylora pierwszego
rzedu do wyznaczenia zmian wartosci zobowigzan i1 portfela inwestycyjnego
(2p),

Wyjasnij i wskaz w oparciu o rozwigzanie z punktu b), czy powyzszy portfel
inwestycyjny bedzie zabezpieczal zmiany zobowigzania przy kazdej zmianie
stopy w terminie zapadalnosci 10 lat, niezaleznie od wysokosci tej zmiany, przy
zatozeniu, ze stopa w terminie zapadalnosci 5 lat nie zmienia si¢ (1p).

Odpowiedzi:

a)

b)

Czynnik dyskontujacy przeplyw o terminie zapadalnos$ci 7 lat przy stopie » w
terminie zapadalnos$ci 10 lat jest dany wzorem

D(r) = e_(%*0'04+§*r)*7.

Warto$¢ zobowigzania wyznaczamy zgodnie z aproksymacja pierwszego rz¢du

0.3

500 + (D(0.08) — Dy ()lr—0.08 * =) = 340.69.

Niech a oznacza liczbe 5-letnich obligacji o nominale 1, b — liczbe 10-letnich
obligacji o nominale 1. Rozwigzujemy uklad réwnan, gdzie poszczegdlne
rownania odzwierciedlajag ceny w scenariuszu podstawowym i po szoku dla
obligacji i zobowigzania

3 2
500 * e_(§*0'04+§*r)*7 = a % e—0,04*5 + b x e—r*lO’

500 x e—(%*0.04+%*r)*7 _ g £ 7 % e—(%*o.m Zer)er Ar

=axe "5 L hxe ™0 —10%bxe " 1O0Ar.

Podstawiamy r = 0.08, Ar = — %.
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¢) Z uktadu rownan z punktu b) widzimy, ze skonstruowany portfel obligacji bedzie
zabezpieczat (z matym bledem) zobowigzanie przy kazdej matej zmianie stopy w
terminie zapadalnosci 10 lat. Poniewaz wykorzystujemy aproksymacje
pierwszego rzgdu, w scenariuszach duzych zmian stopy portfel obligacji nie
bedzie zabezpieczat zobowigzania.

Przykladowa literatura: Rozdzial 20.3-20.4 w “Actuarial Finance — Derivatives,
Quantitative Models and Risk Management” - M. Boudreault, J.F. Renaud, Wiley, 2019.
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Zadanie 10.

Rozwazmy dwa ryzykowne aktywa i instrument wolny od ryzyka dostepne na rynku
finansowym. Ryzykowne aktywa posiadaja oczekiwane stopy zwrotu - 5% 1 8%,
odchylenia standardowe stop zwrotu - 8% 1 12% 1 wspolczynnik korelacji Pearsona
pomiegdzy stopami zwrotu réwny 50%. Stopa wolna od ryzyka wynosi 3%. Rozwazamy
problem wyboru portfela Markowitza.

a)

b)
©)

Wyprowadz i1 wyznacz alokacje $srodkow (w procentach) pomigdzy aktywa
ryzykowne 1 wolne od ryzyka, przy ktorej otrzymamy najmniejsze ryzyko
inwestycyjne mierzone odchyleniem standardowym straty z inwestycji (strata z
inwestycji mierzona jest stopg zwrotu z inwestycji) przy zadanej wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu z inwestycji rownej 6% (3p),

Wyznacz wspotczynnik Sharpe’a dla optymalnego portfela (1p),

Wyjasnij, czy portfel o warto$ci oczekiwanej 6% 1 odchyleniu 10% lezy na
krzywej portfeli efektywnych i czy powinniSmy taki portfel inwestycyjny
zastosowac zgodnie z kryterium wyboru portfela Markowitza (1p).

Odpowiedzi:

a)

b)

Niech a oznacza procentowy udziat $rodkéw zainwestowanych w pierwszy
ryzykowny instrument, b — procentowy udziat §rodkoéw zainwestowanych w
drugi ryzykowny instrument. Reszta §rodkéw inwestowana jest w instrument
wolny od ryzyka. Rozwigzujemy problem optymalizacyjny

a? x0.08%2 4+ b2 %0122+ 2*a*0.08* b *0.12 * 0.5 > min
p.w.
a*x0.05+b+0.08+(1—a—>b)=*0.03=0.06.

Stosujac metode mnoznikdéw Lagrange’a, dostajemy
a=11.84%,b = 55.26%.

Odchylenie standardowe dla optymalnego portfela wynosi 7.1525%.
Wspotczynnik Sharpe wynosi
6% — 3%

. 0

Krzywa portfeli efektywnych jest to krzywa, przedstawiona w ukladzie
wspotrzednych, gdzie na osiach mamy warto$ci oczekiwane 1 odchylenia
standardowe stoép zwrotu z portfeli, na ktorej znajduja si¢ portfela efektywne o
minimalnym odchyleniu standardowym straty przy zadanej wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu z portfela. Portfel o odchyleniu 10% przy warto$ci
oczekiwanej 6% nie jest portfelem efektywnym poniewaz przy tej warto$ci
oczekiwanej mozemy osiagna¢ mniejsze odchylenie na poziomie 7.1525%.
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Przyktadowa literatura: Rozdziat 3.2 w “Financial Markets Theory: Equilibrium,
Efficiency and Information”, 2" edition - E. Barucci, C. Fontana, Springer, 2017.
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