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Matematyka pozostatych ubezpieczen osobowych i majatkowych

16.10. 2023 r.

Zadanie 1.

Zmienne losowe X1, X,, X3 sa niezalezne i majg taki sam rozklad z atomami:

1 gestoscia:

Pr(X, = 0) = 0.25,
Pr(X, = 1) = 0.25,
f(x) = 0.5 naprzedziale (0,1).

Wobec tego Pr(X; + X, + X3 < 1) wynosi:
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(B)
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(D)
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Zadanie 2.

Zmienna losowa X jest sumg czterech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach

ztozonych Poisson z parametrami odpowiednio (4;, F;), i = 1,2,3,4. Wartosci
arametrow czestotliwosci A; oraz dystrybuanty F; dane sa wzorami:

L Ai Fi(x) Fi(x) Fi(x) Fi(x)
dla x <1 dla x € [1,2) | dla x € [2,3) dla x=3

1 1/2 0 5/10 8/10 1

2 1 0 6/10 8/10 1

3 1/2 0 3/10 8/10 1

4 1 0 8/10 8/10 1

Wobec tego Pr(X = 3) wynosi:

(A)
(B)
©)
(D)
(E)

1.176e73
1.446e¢73
1.716e73
2.166e73

2.652¢73
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Zadanie 3.
Liczba szkod N, ktore zachodza w ciggu roku z pewnego portfela ryzyk, ma rozktad o
funkcji prawdopodobienstwa:

Pr(N = k) = %pr ko k=012,..

Z tej liczby Ny to liczba tych szkod, o ktérych zajsciu dowiadujemy si¢ przed koncem
tego roku, i ma ona rozktad ztozony:

Ny = M; + M, + -+ My,

gdzie M, M, M3, ... to zmienne losowe o tym samym rozktadzie dwupunktowym:
Pr(M; =1) =Q, Pr(M; =0) =1 — Q, niezalezne nawzajem i od zmiennej N.
Zatozmy, ze parametry ww. rozktadow wynoszg:

r=4, q=100/101, p=1—gq, Q =1/2.

Wtedy cov(Ny, N — Ny) wynosi:

(A) 10000
(B) 10250
(C) 10500
(D) 10750
(E) 10100
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Zadanie 4.
Niech:

e N oznacza liczbe roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,....,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zajscia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego (numeracja roszczen od 1-go do N-
tego jest catkowicie przypadkowa, nie wynika wiec z chronologii ich zglaszania)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,7},T,,T;,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,7,,T;,... maja identyczny rozktad wykladniczy o wartosci
oczekiwanej 1 (jednostkg pomiaru czasu jest miesigc)

e zmienna losowa N ma rozklad logarytmiczny dany wzorem:

1 c*

PI'(N :k) :TM?,

k=123,... Z parametrem ¢ = ie.

Wilasnie pojawito si¢ roszczenie, 1 okazato si¢, ze jest to pierwsze roszczenie z
wypadku o ktorym dotad nie wiedzieli$my, a ktoéry miat miejsce miesigc temu.
Jednym stowem, wiadomo, ze zaszedt wypadek, wiemy wiec, ze N wyniosto co
najmniej 1, 1 Ze najmniejsza liczba ze zbioru {Tl 1y Ty } , przyjeta wartos¢ 1.

Warto$¢ oczekiwana liczby roszczen z tego wypadku, a wiec:
E(Nmin{T,,T,....,Ty }=1)

wynosi:
A) e

(B) e—1/2
©) 2

(D) 4/3

() 312
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Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela, a wiec proces:

U(t)=u+1+0)Au,t =S, gdzie:

o  N(z) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e S,=>Y (lubzero,jesli n=0)
i=1

e 1.Y,.Y,,... to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie danym na

a

ay

potosi dodatniej gestoscig: fy(y) =———7.
(v+y)
Wiemy, ze parametry procesu wynosza:
1

° a=4,v=4,9=§
Prawdopodobienstwo ruiny ‘¥(u), a wigc zdarzenia:

e 17 >0 takie, ze U(T)<0
jest funkcja nadwyzki poczatkowej u. Wiadomo, ze dla odpowiednio dobranych
parametrow a,b,c funkcja ta spetnia zaleznos$¢:

lim W (u)(1+au)’ =c

B) (abc)=(:,34

D) (abc)=(535

(-45)
(:34)
©  (abc)=(545)
(:-3:5)
(r44)

(E) (abc)= %,4,4
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Zadanie 6.
Rozwazmy funkcje hazardu postaci h(x) = 151(:(1)’
gestos¢ 1 dystrybuanta rozktadu Gamma (a, 1), z warto$cig oczekiwang i wariancjg

réwnymi «a.

gdzie f oraz F to odpowiednio

Wybierz zdanie poprawnie charakteryzujace przebieg funkcji h(x):
(A) h(x) jest niemalejgca dla dowolnych a > 0

(B) h(x) jest nierosngca dla dowolnych @ > 0

(C) h(x) jest niemalejaca gdy @ > 1 i nierosngca dla @ € (0, 1]
(D) h(x) jest nierosnaca gdy @ = 1 i niemalejaca dla @ € (0, 1]

(E) przy pewnych warto$ciach parametru a funkcja h(x) na pewnych przedziatach
ro$nie, a na innych maleje
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Zadanie 7.
Rozwazamy model nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
Uy=u+X;+X,+--+ X, gdzie:

u to nadwyzka poczatkowa,
X1, X5, X5, ... saiid,ireprezentujg r6znice pomiedzy wpltywami ze sktadki a
wydatkami na odszkodowania w kolejnych latach;

rozktad zmiennej X; jest dwupunktowy:
15

Pr(X; =1) = —,
Pr(X, =-2)=—

Wiadomo, ze jesli dodatnia nadwyzka poczatkowa jest nieparzysta wielokrotnoscia

. 1 . ., . . . r
liczby > to funkcje¢ prawdopodobienstwa ruiny mozna obustronnie oszacowaé w

sposob nastepujacy:

3 1
a2 < W(u) < a*'z

Liczba a wynosi:

(A)

(B)

©)

(D)

(E)

S w

TS
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Zadanie 8.
Laczna wartos$¢ szkod z pewnego ryzyka:

S=Y+Y,+ - +7Vy,
jest zmienng losowa o ztozonym rozktadzie Poissona. Trzy niezalezne podmioty
pokrywaja czgsci Sy, S5, oraz S; calkowitej wartosci zmiennej S:

S; = min{d,Y,} + min{d,Y,} + -+ + min{d, Yy},

S; = max{0,Y; — M} + max{0,Y, — M} + --- + max{0,Yy — M},

S, =85-5;—-353,
gdzie parametry podziatu odpowiedzialnos$ci spetniajg warunki M > d > 0.
Jesli przyjmiemy, Ze:

E(N) = 20,
d =4,
M = 10,

oraz iz dystrybuanta rozktadu wartosci pojedynczej szkody dana jest na potosi
nieujemnej wzorem:

Pr(vy <) =1- (22,

10+y

to cov(S;, S3) wynosi:
(A) 125
(B) 15
(C) 175
(D) 20

(E) 25
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Zadanie 9.
Laczna warto$¢ szkod X = Y; + Y, + --- + Yy ma rozklad ztozony.
Rozktad liczby szkod N dany jest wzorem:

Pr(N=k)=(1-¢)q*, k=012,..

Zas$ rozktad warto$ci pojedynczej szkody dany jest wzorem:

Pr(v; =k)=(1-0Q)Q%, k=0,1.2,..

Parametry powyzszych rozkltadow wynoszg q = 2/3 oraz Q = 1/3.

Wobec tego warto$¢ ilorazu

(A)
(B)
©
(D)

(E)

1/2

3/5

2/3

3/4

Iloraz

Pr(X=k-1)

Pr(X=k)

pror—r_py dladowolnego k € {2,3,4, ...} wynosi:

Prix=k) nie jest staty dla k ze zbioru {2,3,4, ....}
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zawsze likwidowane sg nie pozniej, niz w roku

nastgpujgcym po roku zaj$cia. Niech X, ; oraz X, oznaczajg faczng wartos¢ szkod

zaistnialych w roku ¢, a likwidowanych w tym samym roku oraz w roku nast¢pnym,
odpowiednio. Mamy w dyspozycji probke obserwacji z lat 1 =1,2,...,n:
o X X X0 X000 X, 0, X

1,1>“*2,0° n,0°“*mn,l*
Zaktadamy, ze wszystkie powyzsze zmienne sg niezalezne, i majg rozktady Gamma o
parametrach:

Xt,O Nr(aoaﬂ)a t=1,2,...,n,
Xz,l Nr(alaﬂ), t=1,2,...,l’l.

Nie znamy warto$ci parametréw («,,,, ), w istocie jednak interesuje nas jedynie

aot+a
parametr d := %
0

Rozwazamy estymator tego parametru postaci:

1o Vi (Xeo+Xe1)
X1 Xeo

Obcigzenie tego estymatora, czyli {E (&) — d}, dane jest wzorem:

O s
B)
©  w

D) s
B) s

10
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Egzamin dla Aktuariuszy
Sesja egzaminacyjna w dniu 16 pazdziernika 2023r.

Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja*
1 E
2 E
3 A
4 D
5 D
6 C
7 C
8 A
9 B

10 B

" Oceniane sg wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna
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