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Wstep

Godna tej nazwy nauka nie moze istnie¢ bez doktadnych okreslen

i udowodnien. Zaniedbanie potrzebnej scistosci w wypowiadaniu twierdzen
bylo gtownym powodem, dla ktorego ekonomja klasyczna tak tatwo padia
pod ciosami przeciwnikow. To tez wszelki postep w tym kierunku musi by¢
z radosciq witanym przez tych, ktorzy zyczq, zeby ekonomja byta czems
wiecej, niz zbiorem wiadomosci bez wewnetrznego migdzy niemi zwigzku.

W. Zawadzki

Podejmowanie decyzji ekonomicznych wigzacych si¢ z uczestnictwem podmiotéw gospodaruja-
cych w transakcjach rynku finansowego cieszy si¢ niegasnagcym zainteresowaniem ekonomistow.
W chwili obecnej ta problematyka jest przedmiotem wieloaspektowych analiz pos§wigconych roz-
maitym ujeciom wskazanych zagadnien. Sposrod wielu probleméw czastkowych do najstarszych
— 1 wydawatoby si¢ stosunkowo mato skomplikowanych — nalezy kwestia oceny finansowych
skutkéw wspomnianych decyzji, uwzgledniajacej osiagane dochody oraz ryzyko ponoszone przez
inwestora. Relatywnie mniej watpliwosci budzi zagadnienie oceny dochodowos$ci dokonywanych
inwestycji. Wypracowane dotychczas metody pozwalaja na dokonanie takiej oceny zar6wno w uje-
ciu wzglednym, jak i bezwzglednym w wielu sytuacjach, nie budzac wigkszych kontrowersji wsrod
uczonych i praktykéw, cho¢ nie wszystkie problemy z nig zwigzane zostaty zapewne dotychczas
uswiadomione i rozwigzane. Tym niemniej zainteresowanie owa kwestig jest daleko mniejsze.

Z calkowicie odmiennym stanem rzeczy spotykamy si¢ w przypadku oceny ryzykownosci in-
westycji. Znamienny jest fakt, ze o ile terminami dochodu i stopy zwrotu postugiwano si¢ przed
wieloma wiekami, o tyle pojecie ryzyka pojawito si¢ w ubieglym stuleciu. Jakkolwiek stopniowo
(cho¢ nie bez trudu) rozwijano jako$ciowe i ilo§ciowe metody oceny ryzykownosci inwestycji,
to ich upowszechnienie nastgpito dopiero w ostatnim potwieczu. Poczatkowo rozwigzania oma-
wianego problemu upatrywano w wykorzystaniu wariancji i odchylenia standardowego oraz miar
pokrewnych — ktore to ujecie stato si¢ powszechne w drugiej potowie XX wieku, przyczyniajac si¢
do powstania wielu doniostych koncepcji wspolczesnej teorii finansow (jak np. model wyceny ak-
tywow kapitalowych Treynora-Sharpe’a-Lintnera-Mossina). Uzyteczno$¢ oraz ptodnos¢ naukowa
tego podejscia przestonity fakt (badz sktonily do uznania za relatywnie nieistotny), ze nagroma-
dzone dane empiryczne sktaniaja do podania w watpliwos¢ fundamentalnych zatozen tkwigcych
u podstaw wykorzystania tych miar. W tej sytuacji popularyzacja wspomnianej metodyki oceny
ryzyka inwestycyjnego wsrod podmiotow rynku finansowego paradoksalnie prowadzita, zdaniem
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autora, do powstania dodatkowych zagrozen, albowiem ,(...) cztowiek, ktory bladzi, bladzi po-
dwojnie, bo nie zna wlasciwej odpowiedzi i nie wie, Ze jej nie zna. Niewiedza tego drugiego
rodzaju jest szczegolnie niebezpieczna (...)”". Nadmierne zaufanie poktadane w samej metodzie,
miernikach oraz rezultatach dokonywanych ocen w warunkach niedostatecznej adekwatnosci prze-
stanek jej stosowania mozna uzna¢ za jeden z czynnikéw przyczyniajacych si¢ do wystgpienia
wielu turbulencji na rynkach finansowych w ostatnich dekadach.

Dotychczasowe do§wiadczenia wskazuja jednoznacznie na konieczno$¢ modyfikacji wykorzy-
stywanych metod pomiaru ryzyka inwestycji finansowych badz opracowania nowych, ktére umoz-
liwiatyby istotnie lepsze aproksymowanie rzeczywistych fluktuacji cen. Starania takie sg czynione
w $srodowisku naukowym, owocujac pokazng liczbg stworzonych modeli, majacych uwzgledniaé
wszelakie zaleznosci pomiedzy réznymi zmiennymi opisujacymi poszczegolne instrumenty fi-
nansowe. W tej licznoéci (pozornie pozytywnej) autor upatruje jednak przyczyny sprawiajace;j,
ze wigkszos$¢ z nich najprawdopodobniej nigdy nie zyska uznania, jakim cieszyto si¢ (i czgscio-
wo nadal cieszy si¢) podejécie oparte na klasycznych miernikach ryzyka. Wspomniane modele
wydaja si¢ powstawac wskutek czynionych ad hoc poprawek, majacych ratowac dotychczasowy
paradygmat przed ostatecznym odestaniem go do lamusa teorii ekonomii. Ich porazka wydaje si¢
wigc nieunikniona.

Istnieje tymczasem nowe podejscie, zyskujace sobie stopniowo zwolennikdw, opierajace si¢
na wykorzystaniu w ocenie ryzyka inwestycyjnego koncepcji matematycznej okre§lanej mianem
geometrii fraktalnej. Wydaje sig, ze te idee, nazwane teorig rynku fraktalnego, umozliwiajg wy-
pracowanie bardziej adekwatnej metodyki kwantyfikacji ryzyka. Dlatego tez przedmiotem badan
zaprezentowanych w niniejszej monografii autor uczynit teorie ryzyka inwestycji finansowych
z uwzglednieniem implikacji dla oceny poziomu tego ryzyka niesionych przez teori¢ rynku
fraktalnego. W szczegdlnosci poglebionym analizom poddano pojecie wymiaru fraktalnego jako
potencjalnego miernika ryzyka oraz zasadno$¢ jego wykorzystania w procesie kwantyfikacji ry-
zyka inwestycyjnego.

Zasadniczym celem autora jest dokonanie oceny przydatnosci wymiaru fraktalnego jako
miary ryzyka inwestycji finansowych. Autor jest gleboko przekonany, ze dotychczasowe instru-
mentarium pomiaru ryzyka nie jest zdolne uchwyci¢ w zadowalajacy sposob skali turbulentnosci
wspolczesnych rynkow finansowych, prowadzac nieuchronnie do zanizania w istotny sposob jego
poziomu. Zjawisko to jest niepokojace, jako ze w sytuacji powszechnego wykorzystywania wspo-
mnianych metod, przy niezachwianej wierze w ich skutecznos¢, moze ono prowadzi¢ do nieko-
rzystnej z punktu widzenia ogdlnogospodarczego alokacji zasobow, przyczyniajac si¢ zarazem do
nicuzasadnionej redystrybucji dochodow.

Osiagnigcie celu gtownego jest determinowane zrealizowaniem wyznaczonych celow czastko-
wych. Pierwszym celem czastkowym jest okreslenie na gruncie teoretycznym przydatno$ci wy-
branych, uznanych za najistotniejsze, miar fraktalnych jako charakterystyk badanych finansowych
szeregdw czasowych. Nalezy bowiem dazy¢ do wyeliminowania bezkrytycznego positkowania si¢
miernikami uznanymi za uzyteczne w innych dyscyplinach, ktorych wykorzystanie juz na mocy
ich apriorycznych wlasnosci mozna przyjaé za bezzasadne.

Rozpoznanie walorow i niedostatkow wspomnianych miernikow fraktalnych jest jednak nie-
wystarczajace, jako ze ze wzgledu na ich stosowanie do analizowania danych empirycznych ko-
nieczne jest postuzenie si¢ okreslonymi metodami estymacji. Poniewaz sposob szacowania istotnie
oddziatuje na otrzymywane rezultaty —a w szczego6lnosci ich doktadno$é i stabilno$é — celowe jest
dokonanie oceny przydatnosci wybranych metod kalkulowania wymiaru fraktalnego finansowych

' E. Borel: Prawdopodobienstwo i pewno$é. PWN, Warszawa 1963, s. 112.
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szeregdw czasowych, by przekonac¢ si¢, czy positkowanie si¢ poszczegdlnymi estymatorami jest
zasadne, a takze jakie sg ich podstawowe wtasnosci.

Kolejnym celem zakre$lonym przez autora jest ocena i porownanie zawarto$ci informacyjnej
klasycznych miar ryzyka oraz wymiaru fraktalnego z wykorzystaniem badanych finansowych
szeregow czasowych.

Za ostatni cel uznano dokonanie oceny zalezno$ci wigzacej wymiar fraktalny oraz poziom
ryzyka inwestycyjnego (w sensie zmienno$ci) w warunkach zréznicowanej dtugosci rozpatry-
wanego horyzontu inwestycyjnego. Istniejagce w literaturze przedmiotu ujecie tego kluczowego
dla oceny uzytecznosci wymiaru fraktalnego jako miary ryzyka problemu jest bowiem, zdaniem
autora, niesatysfakcjonujace czy wrgez mylace, jako ze wplyw dtugosci horyzontu inwestycyjnego
jest calkowicie pomijany. Tymczasem, jak wykazano w niniejszej monografii, ma on decydujace
znaczenie dla poprawnej interpretacji wymiaru fraktalnego i okreslenia poziomu ryzyka inwesty-
cyjnego. Uznajac wskazane zagadnienie za kluczowe dla oceny przydatnosci wymiaru fraktalnego
w procesie kwantyfikacji ryzyka, autor zdecydowal o uczynieniu go przedmiotem poglgbionej
analizy krytyczne;.

Dazac do realizacji przedstawionych celéw badawczych, autor stanat przed koniecznoscia zaje-
cia okreslonego stanowiska metodologicznego determinujacego jego dalsze postgpowanie. Majac
swiadomo$¢ panujacej réznorodnosci pogladéow w tym zakresie, zwlaszcza w naukach ekono-
micznych, przyjeto jednak jednoznacznie poglad natury epistemologicznej, ze stuszne i zasadne
jest positkowanie si¢ nomologiczno-dedukcyjnym modelem odkrycia naukowego i ideg wiedzy
obiektywnej?. Dlatego tez kolejnym krokiem bylo sformutowanie stosownych hipotez, poddawa-
nych nastepnie testowaniu.

Zasadnicza hipoteza badawcza brzmi nastepujaco: wykorzystanie wymiaru fraktalnego
w procesie kwantyfikacji ryzyka inwestycji finansowych przyczynia si¢ do pelnej oraz po-
prawnej oceny jego poziomu. W warunkach prawdziwosci przedstawionej hipotezy poznanie
wymiaru fraktalnego staje si¢ zatem nicodtagcznym elementem procesu oceny ryzykownosci in-
westycji, a wszelkie analizy pomijajace te aspekty z koniecznosci tracg walor kompleksowosci.

Uwzgledniajac hipoteze gtowna, postawiono korespondujace hipotezy o charakterze czastko-
wym. Pierwsza z nich glosi, ze klasyczne miary ryzyka inwestycyjnego nie umozliwiaja dokonania
petnej i poprawnej oceny jego poziomu w warunkach fraktalnego rynku finansowego.

Kolejna hipoteza badawcza polega na wysunigciu przypuszczenia, ze wykorzystanie wymiaru
fraktalnego w istotnym stopniu rekompensuje utrat¢ informacji niesionej przez klasyczne miary
ryzyka w sytuacji wystgpowania na rynku finansowym struktur o charakterze fraktalnym.

Ostatnia hipoteza stwierdza, ze pomi¢dzy wymiarem fraktalnym a poziomem ryzykownosci da-
nej inwestycji (w sensie zmiennosci) zachodzi nastgpujaca zalezno$é: dla nieskonczenie krotkich
horyzontow inwestycyjnych wzrost wymiaru fraktalnego skutkuje zwigkszeniem poziomu ryzyka.
Dla horyzontow nieskonczenie dtugich prawdziwa jest zalezno$¢é odwrotna.

Monografia zostata ustrukturyzowana w korespondencji ze zdefiniowanym przedmiotem ba-
dan, wyznaczonymi celami oraz postawionymi hipotezami badawczymi. Pierwsze dwa rozdziaty
maja charakter teoriopoznawczy, zas pozostate — metodyczny 1 empiryczny.

Rozdzial pierwszy jest poswigcony najistotniejszym koncepcjom matematycznym zwig-
zanym z geometrig fraktalng, w szczego6lnosci pojeciu wymiaru (zwtlaszeza fraktalnego) jako
kluczowej charakterystyce badanych obiektow. Ponadto autor poddaje ocenie rozmaite definicje
obiektow fraktalnych, analizujgc je z punktu widzenia przydatnosci w badaniu finansowych sze-
regow czasowych.

2 K. Popper: Wiedza obiektywna. Ewolucyjna teoria epistemologiczna. WN PWN, Warszawa 1992, s. 103-109.
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W rozdziale drugim prezentowana jest teoria rynku fraktalnego. Autor poszukuje w nim
odpowiedzi na pytanie, jakie sa kluczowe determinanty konstytuujace teori¢ rynku fraktalnego,
oraz szczegotowo omawia zwigzane z nig koncepcje matematyczne. Ponadto w rozdziale prezen-
towana jest ekonomiczna istota teorii rynku fraktalnego. Autor pokazuje takze, ze w warunkach
wystgpowania na rynkach finansowych struktur o charakterze fraktalnym celowe jest poznanie ich
wymiaru fraktalnego, mogacego shuzy¢ jako miara ryzykownosci inwestycji. Dostrzegajac pewne
niedostatki prezentacji tej problematyki pojawiajace si¢ w literaturze przedmiotu, autor ponadto
przedstawia wlasne podejscie do wykorzystania wymiaru fraktalnego w procesie pomiaru ryzyka.

Rozdzial trzeci ma charakter metodyczny. W rozdziale tym przedstawiono wybrane, uznane
za najistotniejsze z punktu widzenia przedmiotu badan, metody szacowania wymiaru fraktalnego.
Ponadto zostaty one poddane krytycznej analizie. W tym celu wykorzystano dane, ktorymi positko-
wat si¢ Grzegorz Przekota (tworca metody podziatu pola). Mimo Ze wnioski natury ekonomicznej
sformutowane w oparciu o uzyskane wielkosci maja dzi$ charakter jedynie historyczny, to jed-
nak konkluzje o charakterze metodycznym sa niebagatelne. Autor doszedt bowiem w oparciu o te
same dane empiryczne do wnioskow (dodatkowo solidnie uzasadnionych w drodze rozumowania)
przeciwnych konkluzjom tworcy metody. Sformulowane wskazania wykorzystano w kolejnym
rozdziale pracy.

Ostatni rozdzial monografii ma charakter empiryczny. Zaprezentowano w nim wyniki badan
nad fraktalnymi wlasno$ciami cen akcji wybranych spotek notowanych na warszawskiej giet-
dzie. Taki wybor przedmiotu analiz wynika z faktu, ze nie dysponujemy odpowiednio liczny-
mi badaniami po$wigconymi omawianym zagadnieniom, dotyczacymi relatywnie duzych prob,
a odnoszacymi si¢ do papierow wartosciowych z krajowego rynku kapitatowego. Ponadto wybor
wspomnianych instrumentéw finansowych — tj. akcji — jest podyktowany dostepnoscia szeregow
czasowych o stosownych, uznanych za pozadane wlasnosciach. Uzyskane wyniki, zdaniem autora,
nie umozliwiajg sfalsyfikowania postawionych hipotez, a tym samym stanowig ich popperowska
koroboracje.

Niniejsza praca powstala jako efekt zainteresowania autora funkcjonowaniem rynkow finanso-
wych — w szczegdlnosci koncepcjami ich efektywnosci oraz charakterem struktur wystepujacych
na tych rynkach. Ponadto nalezy podkresli¢ istote przedmiotowych zagadnien — warto bowiem
pamigtaé, ze problemy oceny ryzyka inwestycyjnego maja istotny wptyw na efektywnos¢ gospoda-
rowania. Tymczasem ,,Niepewno$¢ jest jednym z podstawowych zjawisk towarzyszacych naszemu
zyciu. Jest nieodtgcznie zwigzana tak z decyzjami natury ekonomicznej jak i kazdej innej™. Autor
ma nadziej¢, ze niniejsza monografia przyczynia si¢, chocby w niewielkim stopniu, do lepszego
zrozumienia tych niezmiernie skomplikowanych, ale i fascynujacych z naukowego (i nie tylko)
punktu widzenia zagadnien.

3 F. Knight: Risk, Uncertainty and Profit. Augustus M. Kelley, New York 1964, s. 347.
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Rozdziat 1
Matematyczne podstawy
geometrii fraktalnej

Chmury nie sq sferami, linie brzegowe nie sq okregami,
a kora nie jest gladka.
Nawet blyskawica nie porusza sie po linii prostej.

B. Mandelbrot

Obraz jest wart tysigca stow.

Przystowie chinskie

Przedmiotem rozwazan zawartych w niniejszym rozdziale sa obiekty geometryczne nazwane
przez Benoit Mandelbrota fraktalami. Poczatkowo odkrycie zbioréw okre$lanych wspotczes$nie
tym mianem stato si¢ dla matematykow na tyle szokujace, ze traktowano je jako ,,patologiczne”.
Jednoczesnie panowato przekonanie, ze zaden powazny uczony nie powinien czyni¢ ich przed-
miotem swoich badan, wlasnie ze wzgledu na odmienno$é¢ od tego wszystkiego, co dotychczas
byto analizowane przez matematykow. Cho¢ odkrywanie kolejnych reprezentantéw ,,galerii mon-
strow” (jak okreslit je Poincaré?) nie dobiegto konca, a ich istnienie byto niezaprzeczalnym fak-
tem, to jednak przez wiele lat nie spotkaty si¢ ze znaczacym zainteresowaniem. Dopiero w latach
szescdziesiatych ubieglego wicku Mandelbrot, badajac rozmaite zjawiska i procesy, doszedt do
wniosku, ze zdecydowanie lepiej odzwierciedlaja one obiekty wystepujace w rzeczywistosci niz
galileuszowskie ,,trojkaty, kota i inne figury geometryczne™, majace by¢ w tym ujeciu alfabetem
matematyki — jako nauki opisujacej naturg. Cho¢ wykorzystanie figur takich jak sfery, stozki czy
walce bylo znacznie prostsze niz postugiwanie si¢ owymi ,,matematycznymi dziwolagami”, to
jednak rezultaty kolejnych badan sklanialy do przyjecia wniosku, ze realnie istniejace obiekty
maja (przynajmniej w pewnym zakresie) charakter fraktalny. W tej sytuacji dalszy postep nauki
wymagal zarzucenia dotychczasowego podejscia do tworow fraktalnych i uczynienia ich przed-
miotem intensywnych analiz.

Poczatkowo fraktale byly wykorzystywane glownie w naukach $cistych — przede wszystkim
fizyce. Wigzalo si¢ to z prowadzonymi wowczas badaniami nad zjawiskiem chaosu i chaotycznymi
uktadami dynamicznymi. Okazalo si¢ bowiem, ze atraktory® niektérych uktadow dynamicznych

B. Mandelbrot: The Fractal Geometry of Nature. W.H. Freeman & Company, New York 1983, s. 9.

5 1. Stewart: Czy Boég gra w ko$ci? Nowa matematyka chaosu. WN PWN, Warszawa 1996, s. 252.

¢ Nieformalnie przez atraktor uktadu dynamicznego rozumie sig ,,(...) podzbiér przestrzeni stanéw, do ktérego z uptywem
czasu zmierzaja (przyciagane sa) punkty z pewnego otoczenia tego zbioru” (H. Zawadzki (red.): Zbiory graniczne
i atraktory w modelach ekonomii matematycznej. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego
w Katowicach, Katowice 2006, s. 35). Okreslenie ,,atraktor” pochodzi z tac. attraho — przyciagac (ibid.).
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wykazuja whasnosci fraktalne. Uzyteczno$¢ podejécia wykorzystujacego obiekty fraktalne spra-
wila, ze zaczgto je stosowaé w dziedzinach takich jak geologia, hydrodynamika czy astronomia.
Tworca geometrii fraktalnej przekonywat do wykorzystania jej takze w naukach spotecznych —juz
w latach szes¢dziesigtych ubieglego wieku wskazywal na mozliwo$é modelowania cen surowcow
czy papierow wartoSciowych z wykorzystaniem procesow stochastycznych, ktorych trajektorie
miaty cechy fraktalne. Jednak mimo wielu argumentoéw przemawiajacych na korzys¢ zastosowania
metod opierajacych si¢ na zatozeniu o fraktalnych wiasciwosciach badanych obicktow, stopien
skomplikowania odno$nej teorii nie zachgcat do podjecia takich dziatan. Zaniechanie analizowania
funkcjonowania rynkow finansowych z wykorzystaniem narzedzi dostarczanych przez geometrie
fraktalng nie bylo takze catkowicie bezzasadne. Dysponowano albowiem teorig zdecydowanie
prostsza (bedaca de facto przypadkiem szczeg6lnym bardziej ogolnej teorii rynku fraktalnego),
ktéra wydawata si¢ stosunkowo poprawnie opisywaé rzeczywisto§¢ — byta nig hipoteza o ksztat-
towaniu si¢ cen papieréw wartosciowych zgodnie z modelem Osborne’a-Samuelsona’. Poniewaz
jednak dane nagromadzone od tego czasu sktaniajg do uznania go w pierwotnej postaci za sfalsy-
fikowany, metodologiczna oraz empiryczna konieczno$¢ wymusita podjecie dodatkowych analiz
majacych na celu wypracowanie nowej teorii. Dla jej poprawnej prezentacji, zbadania zgodnos$ci
z rzeczywistoscia, sformulowania uzasadnionych wnioskow natury ekonomicznej oraz zapropo-
nowania ewentualnych korekt (zarowno co do istoty koncepcji, jak i wykorzystywanego instru-
mentarium) niezbedne jest przedstawienie podstawowych poje¢ zwigzanych z geometrig fraktalng.
Jest to celem niniejszego rozdziatu.

1.1. Powstanie geometrii fraktalne;

Tytut niniejszego podrozdziatu moze wydawac si¢ niezbyt trafny, bowiem jego poprawno$¢ moz-
na zakwestionowac, dowodzac, ze obiekty rzeczywiste cechujace si¢ wlasnosciami fraktalnymi
istniaty takze przed pojawieniem si¢ wspomnianej galezi geometrii. Warto w tym miejscu przy-
pomnie¢ o nader pozytecznym rozroéznieniu dokonanym przez Michata Hellera — pomiedzy mate-
matykq a Matematykqg. O ile matematyka (badz nasza matematyka) jest tworem ludzkiego umystu,
powstalym w dhugim procesie ewolucyjnym, o tyle Matematyka (lub matematyka jako taka) to
relacje i struktury ,.(...) ktorym podlegaty ruchy atomow i gwiazd, zanim jeszcze rozpoczeta sie
ewolucja biologiczna”®. W naszym przypadku celowy wydaje si¢ podobny zabieg — pozwalajacy
na odroznienie geometrii fraktalnej od Geometrii Fraktalnej. Jego dokonanie gwarantuje, ze dalsze
rozwazania o powstaniu geometrii fraktalnej nie b¢da mogty by¢ niewtasciwie zinterpretowane.
Najprawdopodobniej pierwszym obiektem o wlasnos$ciach uznawanych za fraktalne byt wy-
kres funkcji odkrytej przez Karla Weierstrassa najp6zniej w 1872 r.? Funkcja ta okazala si¢ by¢

7 Zob. M.E.M. Osborne: Brownian Motion in the Stock Market. ,,Operations Research”, Vol. 7, No. 2 March-April 1959

oraz P. Samuelson: Rational Theory of Warrant Pricing. ,,Industrial Management Review”, Vol. 6, No. 2 Spring 1965.

M. Heller: Co to znaczy, ze przyroda jest matematyczna? [W:] M. Heller, J. Zycinski, A. Michalak (red.): Matematycz-

nos¢ przyrody. Papieska Akademia Teologiczna, Krakéw 1990, s. 15.

Weierstrass przedstawil swoje odkrycie innym cztonkom Berlinskiej Akademii Nauk 18 lipca 1872 r. Wspomina on

takze, ze Bernhard Riemann miat najpdzniej w 1861 r. stwierdzi¢, ze innym przyktadem funkcji o opisywanych wtas-
o0 1 2

nosciach jest f (x) = Z i f(l; X) , jednak nie pozostawit zadnego dowodu tego faktu (K. Weierstrass: On Continuous
k=1

Functions of a Real Argument that do not have a Well-defined Differential Quotient. [In:] G. Edgar (ed.): Classics on
Fractals. Westview Press, Boulder 2004, s. 4).
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niezmiernie interesujaca i jednoczes$nie szokujaca matematykow — jest ona ciagla i jednoczesnie
nier6zniczkowalna w zadnym punkcie swej dziedziny (doktadniej rzecz biorac, rozniczkowalna co
najwyzej dla punktow ze zbioru o mierze rownej zero). Co wigcej — jak widaé na przedstawionych
wykresach — cechuje sie pewng formg samopodobienstwa. Zostata ona okre$lona nastgpujgco’®:

W(x)= gak cos(bknx)

przy czym a € (O, 1), a b jest liczba nieparzysta, taka, ze ab >1+ 37“ . Istnienie tej funkcji zadawato

ktam pogladom wigkszo$ci 6wczesnych matematykow, ze ,.(...) kazda funkcja ciagla jest réznicz-
kowalna poza kilkoma izolowanymi punktami” (Ampére)'!. Przedstawienie kontrprzyktadu przez
Weierstrassa, rozpowszechnionego nast¢pnie przez DuBois Reymonda w 1875 r., spowodowato,
ze ,,Rok 1875 stat si¢ datg symbolizujacg poczatek wielkiego kryzysu w matematyce™'?.

8
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Zr6dto: Opracowanie whasne.
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X
Zrédto: Opracowanie whasne.

19 Notacja za: T. Szarek: O wymiarze wykresu funkcji nigdzie nierézniczkowalnej. ,,Wiadomosci Matematyczne”,

t. 42/2006, s. 15.
1 Ibid.

12° B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 420.
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Kolejnym przyktadem (czesto uznawanym za najistotniejszy sposrod omawianych) obiektu frak-
talnego jest zbior nazwany na cze$¢ niemieckiego matematyka Georga Cantora. Idea konstrukcji
tego zbioru zostala przedstawiona po raz pierwszy przez angielskiego matematyka Henry’ego
Stephena Smitha w 1875 1., przy okazji badania catkowalno$ci rozmaitych funkcji nieciggtych®.
Jego specjalne wtasnosci zostaty jednak zauwazone dopiero przez Cantora w pracy wydanej przez
niego w 1883 r. Procedura jego tworzenia dana jest w sposob rekurencyjny. W pierwszej kolejno-
Sci odcinek jednostkowy dzielony jest na trzy kolejne, rowne cze$ci. Sposrdd nich srodkowa jest
usuwana ze zbioru. Nastepnie w podobny sposob postgpujemy z pozostatymi dwoma odcinkami,
itd. Zbidr punktéw pozostaly po dokonaniu nieskonczenie wielu iteracji jest wlasnie zbiorem
Cantora. Formalnie, jezeli A, = (O, l> ,aprzez A, oznaczy¢ zbidr powstaly wskutek usuniecia
czgsei Srodkowych odcinkow tworzacych zbior A, A D A, D A, D..., to zbiér Cantora C
mozna zdefiniowa¢ jako':

c=A,.
n=I

Jego przyblizona graficzna ilustracja zostata przedstawiona ponizej (dla lepszego efektu wizual-
nego zaprezentowano wtasciwie iloczyn kartezjanski zbioru Cantora i odcinka zawartego w prostej
prostopadtej do prostej, ktorej podzbiorem jest zbidr Cantora).

Rys. 3. Iloczyn kartezjanski
zbioru Cantora i odcinka
zawartego w prostej prostopadtej
do prostej, ktorej podzbiorem jest
zbiér Cantora (przyblizenie)

Zrodio: Opracowanie wlasne

na podstawie: H.-O. Peitgen,

H. Jiirgens, D. Saupe: Granice chaosu.
Fraktale. Cz. 1. WN PWN, Warszawa
1997, 5.108.

Zbior Cantora, procz innych ciekawych wlasnosci'®, wykazuje zasadniczg cechg wlasciwa
obiektom fraktalnym — jest samopodobny. Z tego tez wzgledu jest on jednym z podstawowych
zbiorow rozpatrywanych podczas analizowania fraktali. Jego pojawienie si¢ (jak i inne odkry-
cia Cantora) stato si¢ przedmiotem wielu kontrowersji. Charles Hermite odnotowat: ,,Czytanie
prac Cantora jest prawdziwa tortura... nikt z nas nie odczuwa potrzeby by i8¢ jego $ladem™'s.

H.S. Smith: On the Integration of Discontinuous Functions. ,,Proceedings of the London Mathematical Society”, Vol. 6,
No. 85 June 1875, s. 147-148. Koncepcja Smitha jest nieco odmienna niz w przypadku klasycznego zbioru Cantora.
Smith dzielit odcinek jednostkowy na m czgéci (m>2) i usuwat ostatni fragment. Nalezy takze podkresli¢, ze o ile
Cantor rozwazal wszystkie punkty pozostate po procesie nieskonczonego eliminowania srodkowych cze¢sci kolejnych
odcinkoéw, o tyle Smith analizowat jedynie zbior punktow bedacych koncami owych odcinkow. Z tego wzgledu okre-
$lanie Smitha mianem ,,odkrywcy zbioru Cantora” nie wydaje si¢ $ciste i do konca uprawnione.

P. Pieranski: Fraktale. Od geometrii do sztuki. O$rodek Wydawnictw Naukowych, Poznan 1992, s. 12.

Dla przyktadu — mimo ze zbiér Cantora jest mocy continuum, jego miara wynosi 0.

16 B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 410. Thum. za: P. Pieranski: Op. cit., s. 43.
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Poczatkowy silny sprzeciw matematykoéw byt jedng z przyczyn, ktdre zahamowaly rozwoj (czy
raczej: powstawanie) geometrii fraktalnej na kilka dekad.

Czynnikiem, ktory przyczynit si¢ do zaprezentowania omawianych dalej obiektow, byta dys-
kusja nad poprawng definicjg krzywej. Rozwazania nad wskazanym problemem doprowadzity
matematykow: Giuseppe Peano oraz Davida Hilberta do konstrukcji krzywych wypelniajacych
plaszczyzne'’. Krzywe te cechuja sie samopodobienstwem — jedna z najistotniejszych wlasnosci
obiektow fraktalnych.

Krzywa Peano zostata przedstawiona w 1890 r. Jej konstrukcje wloski uczony opart na wy-
wodzie arytmetycznym'®, jednak byt catkowicie §wiadom jego konsekwencji geometrycznych.
Krzywa ta jest niezmiernie interesujaca nie tylko ze wzgledu na swe wlasnosci fraktalne, lecz
takze z powodu podobienstwa do struktur wystepujacych w organizmach zywych — jak np. uktadu
krwionosnego czy oddechowego. Co wigcej, podobnie jak w przypadku wskazanych uktadow,
krzywa Peano posiada nieskonczenie wiele punktéw rozgatezienia.

%ﬁq | i}

7 iy

ﬁ Rys. 4. Etapy konstrukcji

i krzywej Peano
) il )

Zrodto: W. Sierpinski: O krzywych
wypetniajacych kwadrat. ,,Prace

n matematyczno-fizyczne”, t.23/1912,

s.204-205.

Opis podobnej krzywej przedstawit w tym samym czasie takze Hilbert'. Mimo roznic pomie-
dzy metodami konstrukcji podanymi przez wspomnianych uczonych, obydwie krzywe wypetniaja
kwadrat i maja zblizone wlasnosci.

7 . 2 ; 2 4 ’ YR 76 17’1“**
5 7 p % a Rl e Bl n m
. | . | |
. 51 8 9 73 _} F -1 E: Rys. 5. Etapy konstrukeji
krzywej Hilberta
P 1 ]
¥ 2 |7 % . . .
7 - '--l '—-\ [ Zrédto: D. Hilbert: O odwzorowaniu
7 , . - 2pmd L"l f"" [an] ciaglem linii na kawatku powie’l:zchni.
’ L 0 AL L) LR ,Prace matematyczno-fizyczne”,
2. t.5/1894, s. 14.

Wsréd ,,matematycznych monstrow” odkrytych na przetomie wieku XIX i XX mozna odnalez¢
takze krzywa — we wlasciwym znaczeniu tego stowa — skonstruowang po raz pierwszy w 1904 r.
przez matematyka szwedzkiego Helge von Kocha. Uzycie poj¢cia ,.krzywa” jest zdecydowanie
bardziej uzasadnione w tym przypadku niz w odniesieniu do ,.krzywej” Peano czy Hilberta (jak
si¢ bowiem okaze, ich wymiar topologiczny wynosi 2, podczas gdy dla krzywej von Kocha 1).

Mandelbrot sugeruje, by raczej uzywac okreslenia ,,ruch Peano”, poniewaz wymiar topologiczny wspomnianego obiek-
tu wynosi doktadnie 2, co z kolei sugeruje, by traktowa¢ go odmiennie niz standardowe krzywe (zob. B. Mandelbrot:
The Fractal..., op. cit., s. 58). W niniejszej pracy pozostano przy stwierdzeniu tradycyjnym.

G. Peano: Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. ,,Mathematische Annalen”, t. 36/1890, s. 157-160.

D. Hilbert: O odwzorowaniu ciggtem linii na kawatku powierzchni. ,,Prace matematyczno-fizyczne”, t.5/1894. Pier-
wotny tekst niemiecki ukazat si¢ w 1891 r.
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Krzywa nazwana nast¢pnie nazwiskiem von Kocha zostata stworzona jako przyktad krzywej
cigglej, nieposiadajacej stycznej w zadnym punkcie, a jednoczes$nie zadanej w sposdb geometrycz-
ny, bez uciekania si¢ do skomplikowanego okreslenia analitycznego, jakie podat np. Weierstrass.

D
Rys. 6. Etapy konstrukcji

VAN y/\
“ L N N krzywej von Kocha
Zrodto: H. von Koch: On
) o 9 a Continuous Curve without Tangents
. L4 Constructible from Elementary
A v Geometry. [In:] G. Edgar (ed.):
A s v F H c E P R 8

Classics on Fractals. Westview Press,
Boulder 2004, s. 29.

Poczatkowo rozwazamy odcinek jednostkowy. Nastepnie dzielimy go na trzy przystajace czgsci,
a srodkowa zastepujemy dwoma pozostatymi bokami trojkata rownobocznego, ktorego odcinek
srodkowy bytby podstawa. Postgpowanie to powtarzamy ad infinitum. W rezultacie otrzymujemy
krzywa, ktorej przyblizenie uzyskane w siedmiu iteracjach przedstawiono ponizej. Jezeli poste-
powanie to zastosowa¢ wzgledem bokow pewnego trojkata rownobocznego, otrzymamy figure
nazywang platkiem $niegu von Kocha.

mgj%éb\m e vom Kot (oo
$niegu von Kocha (przyblizenie)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Obiekt geometryczny powstajacy w granicy nie tylko jest samopodobny, lecz cechuje si¢ nie-

skonczenie wielkg dtugoscia®, poniewaz liﬁm [gj =oo . Wynik ten wydaje si¢ by¢ zaskakujacy,
zwlaszcza jezeli odnie$¢ go do platka $niegu von Kocha — okazuje si¢ bowiem, ze figura ptaska
o niezerowym, lecz skonczonym polu moze mie¢ brzeg o nieskonczonej dtugosci. Wynik ten zdaje
si¢ przeczy¢ naszej intuicji, podobnie jak nieistnienie pochodnej funkcji ciagtej. Hermite w liscie
do Stieltjesa ubolewat nad jej odkryciem, ,,(...) odwracajac si¢ z przerazeniem i zgroza od tej po-
zatowania godnej plagi funkcji bez pochodnych™!. Mandelbrot zaproponowat nazwanie krzywej
von Kocha i obiektéw konstruowanych w podobny sposob teragonami — co w jezyku greckim
oznacza ,,monstrum”. Warto odnotowac, ze to najprawdopodobniej krzywa przedstawiona przez
szwedzkiego uczonego byta jedng z kluczowych inspiracji dla tworcy geometrii fraktalnej?.

20 Co wiecej, ,,(...) dtugos¢ tuku lezacego miedzy dowolnymi dwoma punktami krzywej jest nieskoniczona” (H. von Koch:

On a Continuous Curve without Tangents Constructible from Elementary Geometry. [In:] G. Edgar: Op. cit., s. 38).

2" B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 36.

22 Mandelbrot stusznie stanowczo sprzeciwia si¢ czgsto wystepujacemu okresleniu krzywej Kocha jako ,,nieregularnej”
— co prawda nie zawiera ona zadnego odcinka, lecz algorytm jej konstrukcji jest niezmienny i mato skomplikowany
(ibid., s. 41).
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Dla powstania geometrii fraktalnej niemate zashugi potozyt takze znakomity polski matematyk,
Waclaw Sierpinski. W 1915 r. przedstawil on konstrukcje obiektu fraktalnego nazwanego p6zniej
na cze$¢ uczonego trojkatem Sierpinskiego®. Rozwazamy trojkat rownoboczny T. Nastepnie dzie-
limy trojkat T na cztery przystajace trojkaty, taczac srodki jego bokdow. Przez U oznaczamy trojkat
zawierajacy srodek trojkata T. Cate wngtrze trojkata U odrzucamy. Dalej postepowanie powtarzamy
w odniesieniu do nowo powstatych trojkatow ad infinitum. W rezultacie uzyskujemy obiekt geome-
tryczny samopodobny, o wszelkich klasycznych cechach fraktala oraz o zerowym polu.

B

Rys. 8. Etapy konstrukeji trojkata
Sierpinskiego

Zrodio: W Sierpinski: O krzywej,
ktorej kazdy punkt jest punktem

rozgalgzienia. ,,Prace matematyczno-
-fizyczne”, t.27/1916, s. 78.

Rys. 9. Trojkat Sierpinskiego

£ ; £ &)
vV £ L AL ;

.ev;, &V& vv £ A (przyblizenie)

ALLLLLL6LL6LL66L666 4 o

Zrodto: Opracowanie wlasne.

Procz trojkata Sierpinskiego uczony ten poddat takze analizie obiekt nazwany pdzniej dywa-
nem Sierpinskiego. Warto przypomnie¢, ze w rzeczywistosci figura ta zostata po raz pierwszy
skonstruowana przez Stefana Mazurkiewicza juz w 1914 r., jednakze jego wywdd nie zostat oglo-
szony drukiem. Mimo iz Sierpinski nie byt twoérca omawianego obiektu, to jednak ze wzgledu na
fakt odkrycia przezen niezwyktych wlasnosci tej figury przyjeto si¢ okreslac ja jego nazwiskiem.
Jak pisze: ,,Sama krzywa otrzymuje p. Mazurkiewicz, dzielac kwadrat na 9 mniejszych kwa-
dratéow (zapomoca rownoleglych do bokow) i usuwajac wngtrze kwadratu Srodkowego, a z kaz-
dym z pozostatych 8-miu kwadratow postepujac taksamo jak z pierwotnym kwadratem, i t. d.
in infinitum™**, W rezultacie opisanego postepowania otrzymujemy figur¢ geometryczna, ktorej
przyblizenie przedstawiono ponizej.

3 W. Sierpinski: O krzywej, ktorej kazdy punkt jest punktem rozgalezienia. ,,Prace matematyczno-fizyczne”, t.27/1916,
s. 77 (pierwotny tekst francuski ukazat si¢ w roku 1915).
24 W. Sierpinski: O krzywej..., op. cit., s. 86.
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Rys. 10. Dywan Sierpinskiego
(przyblizenie)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Analogonem dywanu Sierpinskiego jest obiekt geometryczny nazwany na czes$¢ jego odkrywcy
gabka Mengera. Zostat on po raz pierwszy przedstawiony przez matematyka austriackiego Karla
Mengera w 1926 r. Podobnie jak dotychczas przedstawione fraktale jego konstrukcja opiera si¢ na
metodzie rekurencyjnej. Poczatkowo rozwazamy pewien szescian. W pierwszym kroku dzielimy
go na 27 przystajacych szesciandw o boku trzykrotnie mniejszym. Nastgpnie usuwamy szes§cian
zawierajacy Srodek szeScianu pierwotnego oraz szeSciany zawierajace srodek kazdej ze $cian szes-
cianu pierwotnego (tj. tacznie 7 szeSciandw). Podobnie postepujemy z uzyskanym obicktem —
ad infinitum. W granicy punkty nicusunigte tworza wlasnie gabke Mengera.

Rys. 11. Gabka Mengera
(przyblizenie)

Zrodlo: A. Barcellos: The Fractal
Geometry of Mandelbrot. ,,The
College Mathematics Journal”,
Vol. 15, No. 2 March 1984, s. 109.

W tym samym czasie swoje kluczowe prace stworzyli Gaston Julia oraz Pierre Fatou. Doty-
czyly one odwzorowan wymiernych plaszczyzny zespolonej?. Okazato sie, ze brzegi basendéw
przyciagania rozpatrywane przez wspomnianych uczonych majg niezmiernie skomplikowang
strukture — strukture, ktorg dzi§ nazwano by fraktalng. W najprostszym przypadku rozwazamy

% T. Martyn: Fraktale i obiektowe algorytmy ich wizualizacji. Wydawnictwo NAKOM, Poznan 1996, s. 96.
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odwzorowanie postaci z — z” +c , gdzie z jest zmienng zespolong, za$ ¢ pewng stala zespolona.
Przyjmujac okreslong warto$¢ z,, badamy nastgpnie zachowanie wyrazéw ciagu (zn), gdzie
Z,. =7, +¢. W zaleznosci od wyboru punktu poczatkowego ciag (|z,|) moze by¢ ograniczony
lub nie. W tej sytuacji zbiorem Julii (Julia sef) nazywamy brzeg zbioru tych punktéw, dla ktérych
ciag ( z, ) nie jest ograniczony (ekwiwalentnie: dla ktorych ciag ten jest ograniczony). Rozwaza
si¢ takze wypelniony zbidr Julii (filled-in Julia set), tj. zbidr wszystkich punktow, dla ktorych ciag
( z, ) jest ograniczony (a nie tylko jego brzeg). Przyklady wypetnionych zbioréw Julii w zalez-
nosci od statej ¢ przedstawiono ponize;j.

Rys. 12. Wypeknione zbiory Julii
(przyblizenia) dla odwzorowan:
z—7"-0,5-0,5i,

z—>7" -1,

z—>7>+0,25+0,5i,

z—>7>-0,25+0,5i

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Mozna rozwaza¢ takze dowolne odwzorowanie wymierne ptaszczyzny zespolonej w sie-
bie. Wowczas definiuje si¢ w sposob formalny: ,.Zbiorem Julii J (W ) nazywamy brzeg
zbioru przyciagania U e C punktu stalego z" =00 odwzorowania wymiernego W, czyli

J(W,)= Fr{z eC: 11230 W (z) > oo}”“, gdzie przez C oznaczamy zbidr liczb zespolonych do-
mknigty przez punkt w nieskonczonosci, Fr — brzeg zbioru, za§ W, — n-krotne zlozenie odwzo-
rowania W.. W tym przypadku okreslamy zbiér Fatou jako zbior, ktorego zbior Julii jest dopel-
nieniem do zbioru C. Z powodu trudnosci z analitycznym okresleniem, czy dany punkt nalezy
do wspomnianych zbioréw, na pierwsze doktadniejsze ich wizualizacje nalezato czeka¢ az do po-
wstania odpowiednio wydajnych obliczeniowo komputerow?’. Ze wzgledu na niezmiernie bogatg
strukture zainspirowaty one tworcg geometrii fraktalnej — Benoit Mandelbrota do dalszych analiz
nad odwzorowaniami plaszczyzny zespolonej i spopularyzowania zbioru o fraktalnych wtasnos-
ciach, nazwanego nastgpnie zbiorem Mandelbrota.

2 Ibid., s. 98.
27 Istniaty one oczywiscie takze wczeéniej, jednak dotyczyty albo przypadkéw mato skomplikowanych, albo byty niedo-
ktadne (zob. H.-O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe: Granice chaosu. Fraktale. Cz. 1. WN PWN, Warszawa 1997, s. 173).
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Zbiér Mandelbrota zostal przedstawiony po raz pierwszy* w pracy Roberta Brooksa i Petera

Matelskiego z 1978 r. oraz przez Mandelbrota w 1980 r. Zbior ten zostat okreslony przez niekto-
rych matematykow mianem ,,najbardziej skomplikowanego obiektu matematycznego” — obiektu
o wiasnosciach fraktalnych.

XK CKCK KR HORKOK R K KKK KK X NOK
2,0) 1K KRR ERK X

(-07,.96)
X
KKK
KHKKKK
AXRRK
A KRR KKK
HRK &K KKK KRR K
KAKRRK KKK KKKKAK KK
FXF LOCRRRKRKK K

X XEXKX K OKOK K KOK HOR R SORORKKCK K KOK K K HOKOK O X
KREAXNKAKRK  AXKAK
ARUDR KK HARKKKK KKK KHRRRKK
o AR ECRORIORK YoloF oK FckaokRxronkk o
YOO KOO OO ook (5-,0)
XK XK K AROCKOR R KK IOKXKCK

Rys. 13. Przyblizenie zbioru

FHOOF CODORIRRE 3K AODKA ACK SRR Aok KKK *
KKK ORORKK OROKK KKK SO0k RO K A X Mandelbrota wg Brooksa
X KRKEXK FFAHNRK KK KXKEHRKKKLXKK . .
FHHHK KXY KX HRRHAKK i Matelskiego
KKK KKK A KRR IR KR XOR KKK RO KKK KKK ,
HOKROROK SEACKAOK K FOKHOKXOK KKK K KKK KK Zrédlo: R. Brooks, P. Matelski:

HOKHOR K A KKK ACK FOCKKORKR KK
FOOF OGO OOOROKRR XX

The Dynamics of 2-Generator

KKK RRRKAKRK KKK AR Subgroups of PSL (2, C). [In:] I. Kra,
K RRKKKKAKK B. Maskit (eds.): Riemann Surfaces
xii::: and Related Topics: Proceedings of
KKEK the 1978 Stony Brook Conference.
X Princeton University Press, Princeton
1981, s. 71.

Zbiér nazwany przez Johna Hubbarda i Adriena Douady’ego nazwiskiem Mandelbrota

mozna zdefiniowaé nastepujaco: ,,Zbiorem Mandelbrota M (W ) nazywamy zbior tych wartosci

C

parametru c € C, dla ktérych zbior Julii J (W ) wielomianu W, jest zbiorem spéjnym, czyli

M(W,) ={c e C:lim W7 (0) - o)™,

28

29

c

Kwestia pierwszenstwa odkrycia zbioru Mandelbrota budzita znaczne kontrowersje. Bezapelacyjnie o swoim pierw-
szenstwie w odkryciu tego obiektu byt przekonany chyba wytacznie sam Mandelbrot. Podkreslat on, Ze nawet jezeli
rzeczywiscie wydruk Brooksa i Matelskiego powstal wezesniej niz jego (czego takze nie uznawat za dowiedzione),
to mimo to jemu nalezy przypisa¢ 6w honor, w jego opinii bowiem Brooks i Matelski ,,(...) nie analizowali dogltgbnie
tego rysunku” (B. Mandelbrot: Some ,,Facts” That Evaporate Under Examination. ,,The Mathematical Intelligencer”,
Vol. 11, No. 4/1989, s. 17). Brooks odrzucit sugestie Mandelbrota, stwierdzajac, ze ten nie moze by¢ ,,(...) tak pewnym
tego, co przemysleliSmy [tj. Brooks z Matelskim — przyp. R.B.], a czego nie (...)” (R. Brooks: The Mandelbrot Set.
,»The Mathematical Intelligencer”, Vol. 12, No. 1/1990, s. 3). Jednocze$nie wskazat on, ze w jego opinii wlasciwym
odkrywca zbioru Mandelbrota — catkowicie $wiadomym jego postaci — byt Fatou juz ok. 1920 r., a jedynie brak narzedzi
informatycznych uniemozliwit mu wowczas sporzadzenie prezentacji graficznej. Z kolei Matelski stwierdzit, ze uznanie
Mandelbrota za odkrywce wspomnianego zbioru zmusza do przyjecia, iz Brooks i on sam byli jego wspotodkrywca-
mi: ,,Nie musisz w petni eksploatowaé¢ wszystkich surowcoéw mineralnych kontynentu by go odkry¢” — ,,Wszystko
co musisz zrobi¢, to uklgkna¢ i ucatowaé plaze” (zob. J. Horgan: Mandelbrot Set-To. ,,Scientific American”, April
1990). Do podkreslenia osiagnie¢ na drodze wiodacej do odkrycia zbioru Mandelbrota dazy ponadto matematyk John
Hubbard, ktory twierdzi, ze juz w 1976 r. uzyskal wizualizacj¢ (czg$ciowa) tego zbioru, a swoje rysunki przekazat
Mandelbrotowi. Ten z kolei wskazuje, ze Hubbard pokazal mu jedynie prezentacje graticzne zbioréw Julii, a nie zbioru
Mandelbrota. Jednocze$nie odpiera on argumentacj¢ wspomnianych uczonych podkreslajacych rolg definicji Fatou, gto-
szac, ze ,,Definicja nic nie znaczy” — ,,Musisz wskaza¢, dlaczego co$ jest istotne” (zob. J. Horgan: Mandelbrot Set-To.
»Scientific American”, April 1990). Oponenci Mandelbrota mimo sporéw i bezkompromisowosci swego adwersarza
nie kwestionuja stusznosci okreslenia wspomnianego zbioru jego nazwiskiem, niezaleznie od tego, kogo nalezatoby
wskazaé za jego rzeczywistego odkrywce.

T. Martyn: Op. cit., s. 111.

18 | Rozdzial I. Matematyczne podstawy geometrii fraktalnej



Rys. 14. Zbior Mandelbrota
(przyblizenie) wraz z wydrukiem
uzyskanym przez Mandelbrota

Zrodio: H.-O. Peitgen, H. Jiirgens,
D. Saupe: Granice chaosu. Fraktale.
Cz. 2. WN PWN, Warszawa 1997,
s. 475.

Pojawienie si¢ zarowno zbioru Mandelbrota, jak i zbioréw Julii rodzito wiele pytan odnosnie
do ich natury i wtasno$ci, ktdre zaowocowaly wzrostem zainteresowania matematykow — lecz
takze uczonych z innych dziedzin — koncepcja zastosowania obiektow fraktalnych do modelowa-
nia zjawisk wystgpujacych w rzeczywistym §wiecie. Z tego tez wzgledu o wlasciwym powstaniu
geometrii fraktalnej mozemy moéwi¢ w odniesieniu do okresu po ukazaniu si¢ pierwszych pub-
likacji Mandelbrota z lat siedemdziesiatych ubieglego wieku. Do tego czasu obiekty o wlasnos-
ciach fraktalnych pojawialy si¢ bardzo rzadko i na marginesie rozwazan dotyczacych wylacznie
matematyki abstrakcyjnej. Za jedyny wyjatek nalezy uzna¢ prace Lewisa Fry Richardsona oraz
rozwazania (bardzo czesto pomijanych w tym kontekscie) znakomitych matematykoéw polskich:
Hugo Steinhausa i Juliana Perkala.

Steinhaus jeszcze w latach trzydziestych ubiegtego wieku zwrdcit uwage na fakt (ktory juz
wowczas nie byl tajemnicg dla kartografow?), ze wymierzona dtugo$¢ pewnych obiektow geogra-
ficznych jest uzalezniona od wielko$ci podziatki®!, za pomocg ktorej dokonuje si¢ pomiaru. Jezeli
w przypadku kolejnych przyblizen przy okreslaniu pola obszarow uzyskany rezultat r6zni si¢ coraz
mniej od rzeczywistego, to ,,Inaczej jest z dlugoscia. Zgeneralizowany obraz rzeki nie uwzglednia

30 Por. np. M. Goldschlag: Przyczynek do metodyki pomiaréw dtugosci linij krzywych na kartach. ,,Kosmos”, z. 4-6 czer-
wiec 1913, s. 532-535, 539-540.

Wriaséciwie nalezatoby stwierdzi¢: od stopnia generalizacji mapy. Jezeli bowiem dysponujemy mapa o okreslonej do-
ktadnosci, to zmiana jej skali i wielko$ci podziatki nie sprawi, ze uzyskane wyniki bgda odmienne. Jak zauwaza Ste-
inhaus: ,,Chcac okresli¢ stopien generalizacji linii krzywej na mapie, natrafiamy na powazne trudnosci, gdyz pojecie
generalizacji nie jest w geografii sprecyzowane”, jednak ,,Wystarczy nam nast¢pujaca umowa: uwazamy, ze linie na
mapie uzyskuje si¢ przez zaznaczanie na niej punktow i faczenie ich odcinkami prostymi; doktadnos$ci potozen punktow
nie kwestionujemy. Gdy mig¢dzy punkty juz zaznaczone wstawiamy nowe na podstawie zdj¢¢ geodezyjnych, a stare
zostawiamy, liczba bokow wzrasta i wzrasta stopien generalizacji. Mozemy wigc mowic o generalizacjach G, G,, ...,
G,,, ..., hie precyzujac znaczenia tych symboli, zadajac jednak, zeby mapy oznaczone wigkszym wskaznikiem powsta-
waly z map oznaczonych mniejszym przez dodanie punktow” (H. Steinhaus: O dtugosci krzywych empirycznych i jej
pomiarze, zwlaszcza w geografii. ,,Sprawozdania Wroctawskiego Towarzystwa Naukowego”, nr 4/1949, dod. 5, s. 4).
W dalszych rozwazaniach przyj¢to powyzsze rozumienie sformutowania ,,wielko$¢ podziatki”, za$ ,,Przez diugosé
tuku rozumiemy granicg diugosci tamanych wpisanych w ten tuk, przy skracaniu bokow tamanej do zera” (J. Perkal:
O dhugosci krzywych empirycznych. ,,Zastosowania matematyki”, nr 3/1957, s. 258.

31

1.1. Powstanie geometrii fraktalnej | 19



np. zakretow, ktorych promien bytby na mapie mniejszy niz ¥ milimetra. (...) Za kazda zmiang ska-
li dtugo$¢ wzrosnie o kilka, nawet o kilkana$cie procent”. Steinhaus dopuszcza zatem mozliwos¢,
ze (jak w przypadku teoretycznych krzywych fraktalnych) dlugo$¢ mierzonego obiektu okaze si¢

nieskonczona — ,,.Lewy brzeg Wisty, jezeli mierzy¢ go z rosnacg doktadnoscia, zwickszytby dhu-

go$¢ dziesieé, sto czy nawet tysigc razy w stosunku do dlugosci odczytanej z mapy szkolnej™3.

Kluczowe jest tu uznanie niezmiernej ztozono$ci wlasciwej obiektom rzeczywistym — ztozonosci
odzwierciedlajacej ich fraktalny charakter oraz wtasnosci dtugosci —,,Paradoks dtugosci bierze si¢
stad, ze dhugos$¢ jest funkcjonatem nieograniczonym w sasiedztwie kazdego tuku™. Jako jeden
z pierwszych zauwazyt on, ze ,,Stwierdzeniem najbardziej zblizonym do rzeczywistosci bytoby
okreslenie wiekszos$ci lukow spotykanych w naturze jako nieprostowalnych. Ta konstatacja
jest przeciwienstwem pogladu, ze tuki nieprostowalne sa wymystem matematykow, a tuki wy-
stepujace w naturze sg prostowalne: w rzeczywistosci jest bowiem odwrotnie”*. Zdaniem autora
to wlasnie Steinhausa mozna uzna¢ za prekursora zastosowania geometrii fraktalnej do badania
zjawisk wystepujacych w $wiecie rzeczywistym.

Problematyka mierzenia dlugosci krzywych empirycznych byla takze przedmiotem zaintere-
sowan Perkala. Ze wzgledu na koniecznos$¢ postugiwania si¢ pojeciem dtugosci (skonczonej),
uwzgledniajac mankamenty ,,dtugosci rz¢du n” zaproponowanej przez Steinhausa, wprowadzit on
pojecie ,,dlugosci rzedu €7, bedacej modyfikacjg okreslenia podanego przez Hermanna Minkowskie-

g0**. W tym celu dla dowolnego tuku X zdefiniowat on g-aureole” jako A (X) = E [(x, X)< s},

gdzie (x, X) oznacza odleglos$¢ punktu x od tuku X, tj. (X,X) = mi){lp(x,y) , gdzie p(x,y) to
ye

32 H. Steinhaus: W sprawie mierzenia dtugosci linij krzywych ptaskich. ,,Polski Przeglad Kartograficzny”, nr 37 styczef
1932, s. 145-146. W swej kolejnej pracy zauwaza on, ze ,,Matematycznie to zjawisko ttumaczy si¢ tym, ze dtugo$¢
nie jest funkcjonatem ciagtym”, zas ,,Pole jest funkcjonatem ciagtym: dwa kontury bliskie siebie zamykaja pola mato
si¢ rozniace, ale dlugosci tych konturéw moga si¢ r6zni¢ bardzo znacznie. Mozemy np. w sasiedztwie linii kolejowe;j
Wroctaw-Warszawa i nie dalej od niej jak o 1 km poprowadzi¢ $ciezke o dhugosci 10 000 km” (H. Steinhaus: O dtugosci
krzywych..., op. cit., s. 2).

H. Steinhaus: Length, shape and area. ,,Colloquium Mathematicum”, Vol. 3/1954, s. 8. Warto nadmieni¢, ze stwier-
dzenie to znalazto si¢ w pierwotnej wersji stynnego artykutu Mandelbrota o mierzeniu wybrzezy Wielkiej Brytanii
(B. Mandelbrot: How Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension. ,,Science”,
Vol. 156, No. 3775 May 1967, s. 636). Jak wspotczesnie wyjasnia Mandelbrot, stato si¢ tak wskutek zwrocenia mu
uwagi przez Steinhausa (ktory byt recenzentem wspomnianego artykutu) na prace autorstwa polskiego matematyka.
W obecnie udostgpnionej wersji tego artykutu cytat ten zostat usunigty z gtownego tekstu i przeniesiony do komenta-
rza, co autor uzasadnia stowami Alfreda Whiteheada: ,,Jak poucza nas historia nauki, zblizy¢ si¢ do prawdziwej teorii
a uchwycic jej doktadne zastosowanie, to dwie rozne rzeczy. Wszystko co istotne zostalo powiedziane juz wczesniej
przez kogos, kto jej nie odkryt” (za: B. Mandelbrot: How long is the coast of Britain? Statistical self-similarity and fra-
ctional dimension. Annotations. http://users.math.yale. edu/mandelbrot/web_pdfs/howLonglsTheCoastOfBritain.pdf,
s. 5). Mandelbrot uwaza takze, ze fakt, iz owe prace Steinhausa pozostaty praktycznie nieznane, nalezy w mniejszym
stopniu przypisa¢ temu, ze ,,(...) nikt nie czyta polskich czasopism naukowych (...)”, a raczej domniemanemu brakowi
poczucia ich wartosci u samego autora, bowiem ,,Gdyby uznat on swoje dokonanie za godne szerszej uwagi, znalaztby
sposob na opublikowanie go tam, gdzie nie zostatoby przeoczone” (B. Mandelbrot: How long is the coast of Britain?
Statistical self-similarity and fractional dimension. Annotations, s. 5). Analizujac wspolczesne wydania dawniejszych
prac Mandelbrota, trzeba zatem uwzglgdni¢ holdowanie przezen wspomnianej uprzednio zasadzie i by¢ swiadomym
ewentualnych réznic pomigdzy publikacjami oryginalnymi a ich pézniejszymi redakcjami.

H. Steinhaus: O dhugoéci linij krzywych empirycznych. ,,Casopis pro péstovani matematiky a fysiky”, Vol. 74,
No. 4/1949, s. 303.

H. Steinhaus: Length..., op. cit., s. 8. Trzeba zauwazy¢, ze ,.Luki o skonczonej dtugosci nazywamy prostowalnymi”
(J. Perkal: O dhugosci..., op. cit., s. 258).

36 J. Perkal: On the e-Length. ,,Bulletin de I’ Académie Polonaise des Sciences”, Vol. 4, No. 7/1956, s. 401-402.

37 J. Perkal: O g-aureolach. ,,Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Prace Matematyczne”, No. 3/1959, s. 73.
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odlegto$¢ migdzy punktami x 1y. Jezeli pole g-aureoli oznaczy¢ jako a, (X), to dlugo$cia rzedu €
a, (X)-ne’
2¢
cjonatem cigglym, co pozwolito na wyeliminowanie sytuacji, w ktérych dwa bliskie sobie tuki
mogg cechowa¢ si¢ bardzo réznymi dtugosciami. Dla celow praktycznych sugerowat on takze
wykorzystanie ,,e-zgeneralizowanego brzegu” obszaréw, co umozliwialo uproszczenie struktury
hukow wystepujacych w przyrodzie. Zaréwno Perkal, jak i Steinhaus proponowali zatem ominigcie
trudnosci zwigzanych z istnieniem tukow nieprostowalnych poprzez postugiwanie si¢ dla potrzeb
praktycznych zdefiniowanymi przez siebie dlugo$ciami. Podejscie to, jak najbardziej celowe z uty-
litarystycznego punktu widzenia, mialo znaczne zalety, jednak nie prowadzito do bardziej szcze-
gotowego scharakteryzowania tukdw nieprostowalnych. Odno$ne badania podjat wspomniany juz
Richardson. Nalezy go uznac¢ takze za jednego z pierwszych badaczy analizujacych wystepowanie
zjawisk o charakterze fraktalnym w oparciu o dane empiryczne.

Richardson interesowat si¢ wieloma dziedzinami nauki (fizyka, matematyka, chemia czy biolo-
gia), cho¢ stopien doktorski uzyskat w zakresie psychologii matematycznej*®. Najczesciej w chwili
obecnej jego nazwisko jest przywolywane w zwiazku z probami przewidywania i kontrolowania
pogody — w konteks$cie teorii chaotycznych uktadow dynamicznych®. Wplyw tego uczonego na
powstanie geometrii fraktalnej byl jednak niematy — jego badania zawarte w pracy opublikowanej
(posmiertnie) w 1961 r. nalezy uzna¢ za pierwsze zastosowanie jej narzedzi do badania obiektow
i zjawisk $wiata rzeczywistego®’. Richardson analizowat wptyw rozmaitych czynnikow na wyste-
powanie konfliktow pomiedzy réznymi spotecznosciami. W tym celu badat m.in. problem dlugosci
granic region6w. Analizujac to zagadnienie, Richardson jako pierwszy przedstawil posta¢ zalezno-
$ci opisujacej wymierzong dtugos¢ krzywej od wielko$ci wykorzystanej podzialki: ,,Jej catkowita
dhugos¢, Z ¢ , byla rozpatrywana jako funkcja dtugo$ci jej boku [tj. podziatki — przyp. R.B.], £

Perkal nazywa wielko$¢ L, (X) = . Podstawowa jej zaletg jest fakt, ze jest ona funk-

LTy oy
4.0 _
® CIRCLE >~
3\
Z SOUTH AFRICAN COAST .
5 — Rys. 15. Zaleznos$¢ pomigdzy
= ash s “4"-FrO wielkoscia podziatki
E," \ . *\8\”3'“" o a 0szacowana za jej pomoca
3 % - o dhugo$cia wybranych krzywych
g % naturalnych wg Richardsona
s 3 ,
g 80, . - Zrodto: L. Richardson: The Problem
\,,\oﬂmonmm oF p N of Contiguity: An Appendix to
< ORTUGAL Statistics of Deadly Quarrels.
e ,.General Systems of the Society for
i ik . the Advancement of General Systems
’ ' ’ — 30 &8 Today: Yearbook”, Vol. 6/1961,
Logw (Length of Side in Kilometers) s. 169.

3% B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 401.

3 Por. np. 1. Stewart: Czy..., op cit., s. 149-150.

40 Wspomniane badania musiaty zosta¢ ukonczone najpdzniej w roku 1953 (kiedy to Richardson zmart). Za oczywista
omylke nalezy zatem uzna¢ twierdzenie, jakoby ,,W 1961 roku Lewis Fry Richardson zamierzat zbada¢, ile wynosi
dhugosé brzegu Wysp Brytyjskich” (J. Kudrewicz: Fraktale i chaos. WNT, Warszawa 2007, s. 57).

4 L. Richardson: The Problem of Contiguity: An Appendix to Statistics of Deadly Quarrels. ,,General Systems of the
Society for the Advancement of General Systems Today: Yearbook”, Vol. 6/1961, s. 168.
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Dokonujac stosownych obliczen, Richardson uzyskat, ze dla analizowanych przezen krzywych
rozwazana funkcja jest funkcja potegowa, tj. Zf oc (7. Dla ro6znych krzywych warto$¢ wspot-
czynnika o byta rozna, co sktonito angielskiego uczonego do wyciagnigcia wniosku, ze moze ona
by¢ traktowana jako charakterystyka danej krzywej: ,,Stata o wydaje si¢ by¢ dodatnio skorelowana
z nasza wzrokowg percepcja nieregularnosci granicy”#, przy czym dla a. = 0 dana krzywa jest zbli-
zona do famanej, a jej wzrost $wiadczy o rosngcym stopniu nieregularnosci. (Zob. rys. 15, s. 21).

Procz stwierdzenia wystgpowania przedstawionej zaleznosci, Richardson zwrocit takze uwagg,
ze na ogol okreslanie skonczonej dlugosci krzywej naturalnej jest nie do konca poprawne.
Podkreslit mianowicie, ze ,,Proste mowienie o «dtugosci» wybrzeza jest rownoznaczne z poczy-
nieniem nieuzasadnionego zalozenia. Kiedy kto$ twierdzi, ze «przeszedt 10 mil wzdhuz wybrzezay,
ma zazwyczaj na mysli, ze przeszed! 10 mil w poblizu wybrzeza™”. Ze znalezionej przezen za-
leznosci wynika bowiem, ze dla o > 0 zachodzi: lflil(} Z { =0, tj. dlugo$¢ krzywej przy malejacej
wielkosci podziatki dazy do nieskonczonoéci.

Rezultaty badan Richardsona staly si¢ jedna z inspiracji dla Mandelbrota w tworzeniu jego
koncepcji modelowania fraktalnego. Zauwazyl on mianowicie, ze krzywe opisujace wybrzeza
czy granice panstw sa ,,(...) statystycznie «samopodobney, tzn. Ze dowolny fragment moze by¢
traktowany jako pomniejszona kopia calo$ci”**. W ten sposo6b Mandelbrot sformutowat jedng
z kluczowych cech decydujacych o sklasyfikowaniu obiektu jako fraktala — samopodobienstwo.
W odniesieniu do obiektéw wystepujacych jedynie w ujgciu teoretycznym, jak np. krzywa von
Kocha, mozna bowiem méwic o ich samopodobienstwie (doktadnym). W odniesieniu do obiektow
naturalnych niezbedne jest uwzglgdnienie wptywu losowosci na ich ksztalt, stad tez konieczno$¢
uogdblnienia samopodobienstwa doktadnego na samopodobiefistwo statystyczne. Procz opisanej ce-
chy Mandelbrot uznat takze, ze wspomniane krzywe mozna syntetycznie scharakteryzowac za po-
moca pojedynczej liczby — wyktadnika samopodobienstwa D, ktéry mozna traktowa¢ jak wymiar.
Jednoczesnie zaproponowal on odmienng wersje zaleznos$ci przedstawionej przez Richardsona,
dang jako L(G)~G'", gdzie G oznacza wielko§¢ podziatki, a L(G) — oszacowang diugos¢
krzywej przy wielkosci podziatki G. Mandelbrot zamiast rozwazanego przez Richardsona pa-
rametru o sklania si¢ do wykorzystania statej D ze wzgledu na mozliwo$¢ interpretowania jej
jako wymiaru krzywej. Ponadto Mandelbrot przedstawit sposéb konstruowania krzywych nie-
prostowalnych o zadanym wymiarze (tj. parametrze D). W tym celu systematycznie zastepuje on
kazdy z odcinkéw sktadajacych si¢ na otrzymanag w poprzednim kroku tamana (rozpoczynajac
od pojedynczego odcinka) odpowiednio pomniejszona kopia tamanej o konstrukcji stosownej do
zadanego wymiaru. Kontynuujac to postgpowanie ad infinitum w granicy uzyskuje on krzywe
nieprostowalne o z gory okreslonym wymiarze D. Idea przedstawionej przezen metody zostata
zaprezentowana na rys. 16, s. 23.

Dotychczas przedstawione rezultaty badan nie powstaly jako efekt zainteresowania geometrig
fraktalng i jej zastosowaniami, lecz pojawily si¢ wskutek analizy innych probleméw naukowych.
Z tego tez wzgledu o okresie trwajacym do lat siedemdziesiatych XX wieku nalezy raczej mo-
wi¢ jako o okresie poprzedzajacym pojawienie si¢ idei geometrii fraktalnej. Koncepcja ta zostata
w pehni przedstawiona dopiero w 1975 r. przez Mandelbrota w publikacji pt. Les objets fractals.
Forme, hasard et dimension, przethumaczonej nastgpnie i wydanej w zmienionej i poszerzonej
wersji pt. The Fractal Geometry of Nature. Jej autor przedstawil w niej zbiorczo informacje o teo-
retycznych podstawach geometrii fraktalnej. Wptyw tej publikacji wynikat takze z faktu zawarcia

2 Ibid., s. 170.
 Ibid.
4 B.Mandelbrot: How Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension. Op. cit., s. 636.
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N=5,r =1/4
i d=log5/ log4
(¢} {

N=6, r=1/4
l d=log6/log4

I ';: 11:1 ;;llég 4 Rys. 16. lde.a generowania
0 [ krzywych nieprostowalnych
o zadanym wyktadniku

samopodobienstwa

wg Mandelbrota
N=8,r=1/4 i
log8 Zrédto: B. Mandelbrot: How Long
6"—_ ""‘—i d= log4 =15 Is the Coast of Britain? Statistical

Self-Similarity and Fractional
Dimension. ,,Science”, Vol. 156,
No. 3775 May 1967, s. 637.

w niej przyktadow aplikacji analizy opartej na zatozeniu o fraktalnym charakterze badanych obiek-
tow w wielu catkowicie réznych dziedzinach nauki: m.in. w astronomii, hydrologii czy nawet
w naukach spotecznych. Stad tez przez wielu wspomniana monografia zostala uznana za dzieto
majace fundamentalne znaczenie dla powstania i rozwoju geometrii oraz wiedzy uczonych o geo-
metrii fraktalnej. W niej takze zawarto pierwsza definicj¢ obiektu fraktalnego. W celu jej przed-
stawienia oraz rozwazenia, czy mozna uznac ja za uniwersalna, a takze zbadania jej przydatno$ci
w modelowaniu cen instrumentow finansowych i procesie oceny ryzyka inwestycyjnego, w relacji
do okreslen konkurencyjnych, niezb¢dne jest wprowadzenie pewnych okreslen matematycznych.
Zostang one zaprezentowane w nastgpnym punkcie.

1.2. Pojecie wymiaru w geometrii fraktalnej

Jednym z kluczowych poje¢ wykorzystywanych do charakteryzowania obiektow fraktalnych
(lub nawet do ich definiowania) jest poj¢cie wymiaru. W ubiegtym wieku powstato wiele definicji
wymiaru, stworzono takze teorie matematyczne poswigcone tym zagadnieniom. Niezwykla uzy-
tecznos¢ ujecia fraktalnego i w konsekwencji zastosowanie go w analizie zjawisk bedacych przed-
miotem badan najodleglejszych dyscyplin sprawita, ze pojeciem wymiaru fraktalnego zaczeto
okresla¢ najrozmaitsze wymiary, czgsto definiowane w catkowicie odmienny sposob i przyjmujace
roézne warto$ci dla tego samego obiektu. Zaistniaty chaos pojeciowy, naturalny w przypadku nowo
powstalych koncepcji, nie zaniknat i nadal w publikacjach naukowych panuje pewna dowolnos¢
w postugiwaniu si¢ odno$nym okresleniem®. Fakt ten sktonit nawet samego Mandelbrota do (jak
skonstatowat w kolejnym wydaniu The Fractal Geometry of Nature) ,,(...) pozostawienia terminu

4 Przyczyng tego stanu rzeczy jest takze fakt, ze dla niektorych obiektow fraktalnych rézne wymiary fraktalne przybieraja
te samg wartos¢. Jest to jednak raczej odstepstwem od reguty niz ogolng prawidtowoscia (zob. np. A. Gabrys: Rynek
kapitatowy w ujeciu fraktalnym. Aurea Mediocritas, Warszawa 2005).
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«fraktal» bez $cistej definicji i wykorzystania «wymiaru fraktalnego» jako ogdlnego terminu ma-
jacego zastosowanie do wszystkich wariantéw (...)”*. Tym niemniej celowe wydaje si¢ przedsta-
wienie najczesciej wykorzystywanych, a jednoczesnie mogacych mie¢ zastosowanie w badaniu
finansowych szeregéw czasowych okreslen wymiaru.

1.2.1. Wymiar topologiczny

Intuicyjnie najprostszym (cho¢ niekoniecznie z formalnego punktu widzenia) wymiarem jest wy-
miar topologiczny. Stwierdzenie, ze odcinkowi nalezy przypisa¢ wymiar 1, kwadratowi — 2,
a szescianowi — 3, wydaje si¢ oczywiste. W tym przypadku mozna bowiem powiedzieé, ze wy-
miarem jest liczba zmiennych niezbednych do pelnego opisania punktéw wspomnianych zbiorow.
Konstatacja ta nie jest jednak wystarczajaca, o czym przekonano si¢, gdy Cantor dowiodt, ze
odcinek i kwadrat sg zbiorami o rownej mocy. Rozwigzanie tego problemu stalo si¢ tym bardziej
konieczne po przedstawieniu opisanej uprzednio krzywej Peano, tj. odwzorowania ciagtego od-
cinka jednostkowego na kwadrat jednostkowy. Sugesti¢, w jaki sposdb nalezy tego dokonac, sfor-
mutowat Poincaré — w jego ujeciu wymiar winien zosta¢ zdefiniowany indukcyjnie. I tak, prosta
powinna mie¢ wymiar 1, mozna bowiem dokonac¢ jej rozcigcia, wykorzystujac punkt — obiekt
0 wymiarze rownym zero. Podobnie, obiekt jednowymiarowy (linia) umozliwia rozcigcie ptasz-
czyzny — zbioru o wymiarze 2, itd. Nalezy takze zauwazy¢, ze okreslenie ,,wymiar topologiczny”
obejmuje de facto rdzne rodzaje wymiaru. Formalnie rzecz ujmujac, przestrzen topologiczna,
tj. ,,(...) zbior X, w ktorym kazdemu zbiorowi A = X przyporzadkowany zostat zbiér A < X
(zwany domknigciem zbioru A) spelniajacy cztery nastepujace warunki (zwane aksjomatami do-
mhkniecia): (1) AUB=AUB,(Il) Ac A, (Ill) =, (IV) A = A" mozna bowiem scharak-
teryzowaé trzema wymiarami: matym indukcyjnym (Mengera-Urysohna), duzym indukcyjnym
(Brouwera-Cecha) oraz pokryciowym (Cecha-Lebesgue’a). W dalszej czesci pracy przedmiotem
zainteresowania bedg wylacznie podzbiory przestrzeni R", n > 1, praktycznie jedynie dla n=2.
Poniewaz w tym przypadku wszystkie wspomniane wymiary przyjmuja jednakowa warto$¢, zatem
ponizej zostanie przedstawiona formalna definicja matego wymiaru indukcyjnego (ze wzgledu na
tradycyjne znaczenie tego wymiaru*®), oddajaca ide¢ Poincarégo.

Malym wymiarem indukcyjnym przestrzeni metrycznej X nazywamy liczbe catkowita nie
mniejszg niz —1 (wzglednie ,,liczbe nieskonczong” oo ) okreslong w nastgpujacy sposob:

»(MUI) ind X = -1 wtedy i tylko wtedy, gdy X =0 .

(MU2) ind X <n >0, gdy dla kazdego punktu x € X i jego dowolnego otoczenia
V c X istnieje zbior otwarty U — X, taki,ze xe Uc V oraz ind FrU<n-1.
(MU3) ind X=n, gdy ind X<n oraz ind X >n—1, tj. nie zachodzi nierownos¢
indX<n-1.

(MU4) ind X =, gdy ind X >n dla n=-1,0,1,... "%,

Kluczowe znaczenie dla moznosci zastosowania wymiaru fraktalnego jako charakterysty-
ki obiektow geometrycznych ma twierdzenie, gltoszace, ze wymiar topologiczny przestrzeni

4 B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 459.

K. Kuratowski: Wstep do teorii mnogosci i topologii. PWN, Warszawa 1977, s. 110.
R. Engelking: Teoria wymiaru. PWN, Warszawa 1977, s. 5.

* Ibid., s. 9.
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homeomorficznych®® jest rtowny: ,,Obraz topologiczny zbioru n-wymiarowego jest n-wymiarowy’ .

Wynika z niego, ze wymiar topologiczny tak odmiennych obiektow jak odcinek i trojkat Sierpin-
skiego jest ten sam. Wymiar topologiczny nie moze zatem by¢ traktowany jako miara uzyteczna
w réznicowaniu obiektow fraktalnych, jako ze (jak wskazuje przytoczony przyktad) klasy tworow
geometrycznych o tym samym wymiarze topologicznym sg zbyt pojemne. Z tego tez wzgledu za-
istniata koniecznos$¢ stworzenia definicji wymiaru, ktory bytby tej wady (przynajmniej czgsciowo)
pozbawiony.

1.2.2. Wymiar Hausdorffa

Jedna z udanych prob stworzenia nowej definicji wymiaru umozliwiajacego wierniejsze oddanie
zrdznicowania obiektow geometrycznych zostata podjeta przez matematyka niemieckiego Felixa
Hausdorffa w 1919 r. Wymiar ten postuzyt poczatkowo Mandelbrotowi do zdefiniowania pojecia
fraktala.

W celu podania definicji wymiaru nazwanego na czes¢ jego tworcy wymiarem Hausdorffa na-
lezy w pierwszej kolejno$ci okresli¢, czym jest miara Hausdorffa®. Dla dowolnego podzbioru X
przestrzeni metrycznej R", n > 1, rozwazamy jego d -pokrycie (8 > 0), tj. co najwyzej przeliczal-

ng rodzine {Ui} podzbiorow R", takg ze X DUi oraz dla kazdego i 0 < |Ui| <39, gdzie |Ui|

i=1

oznacza $rednicg zbioru U, (czyli [U,|= sup {d(x,y)}, d(x,y)= fzn:(xk ~y,)"). Nastepnie
x,yeU; k=1

dla nieujemnej liczby s okreslamy wielkos$¢:
H; (X) = inf{zwi
i=1

przy czym jezeli U, =, to przyjmujemy™, ze |Ui|0 =0 . Jest ona kresem dolnym sum $rednic
podniesionych do s-tej potegi zbiordw stanowiacych & -pokrycie zbioru X. Przez s-wymiarowg
miar¢ Hausdorffa zbioru X rozumiemy granicg:

H(X) = limH: (X).

30

D= OUi; 0<|U/|<8,i =1,2,3,..},
i=1

Jest ona uogdlnieniem poje¢ takich jak dlugosé¢, powierzchnia czy objetosé, a dla rozwazanych
przestrzeni R" jest im rowna z doktadnoscia do mnozenia przez stata (zalezng od n). Mozna poka-
zac, ze istnieje doktadnie jedna wartos$¢ s (oznaczmy ja tymczasowo jako s, ), dla ktorej zachodzi:

lim H° (X)=0
oraz
lim H*(X)=o0.

s>,

30 Z definicji ,,Jesli przeksztatcenie f:X — Y jest ciagle iroznowartosciowe ijesli przeksztalcenie odwrotne

£ :f(X) — X jest ciagle, to f nazywamy homeomorfizmem” (K. Kuratowski: Op. cit., s. 134).
31 K. Menger: What is Dimension? ,,The American Mathematical Monthly”. Vol. 50, No. 1 January 1943, s. 6.
Za: K. Falconer: Fractal Geometry. Mathematical Foundations and Applications. John Wiley & Sons, Chichester 2003,
s. 27 i dalsze.
M. Barnsley: Fractals Everywhere. Academic Press, Boston et al. 1988, s. 200.
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H (F)

Rys. 17. S-wymiarowa
miara Hausdorffa obiektu F
w zaleznosci od s

Zrédio: K. Falconer: Fractal
Geometry. Mathematical Foundations
and Applications. John Wiley & Sons,
Chichester 2003, s. 31.

0 T - s
0 dimy F n

Warto$¢ s, , dla ktorej nastepuje nieskonczony ujemny skok miary Hausdorffa, nazywamy
wymiarem Hausdorffa (lub Hausdorffa-Besicovitcha) obiektu X:

dimHX:inf{SZO:HS(X):O}:sup{SZO:HS(X):oo} :
Dla obiektow takich jak punkty, proste czy inne ,,standardowe” figury geometryczne wymiar

ten jest rowny wymiarowi topologicznemu. Dla obiektow takich jak np. zbiér Cantora przyjmuje
on warto$ci wigksze niz wymiar topologiczny — w przypadku zbioru Cantora wyraza si¢ liczba

. . . - In2 .
niewymierna* i wynosi dim,, (C) = 111_3 Klasy tworéow o tym samym wymiarze Hausdorffa sa
n

zdecydowanie mniej pojemne niz w przypadku wymiaru topologicznego. Umozliwia on zatem
zdecydowanie bardziej precyzyjne odrdznianie obiektow o odmiennych wiasnosciach geometrycz-
nych. O ile bowiem w przypadku wymiaru topologicznego punkt byl nieodréznialny od zbioru
Cantora (ich wymiar topologiczny wynosi zero), o tyle w przypadku wymiaru Hausdorffa wynosi
In2
odpowiednio 0 i 3’ co wskazuje na ich catkowicie odmienny charakter.
n
Bardziej kompleksowe informacje o analizowanym obiekcie mozna otrzymac, postugujac
si¢ w definicji miary Hausdorffa zamiast funkcja h(t) =t" dowolna funkcja rosnaca i ciagta
h:R, u{0} >R, U{0}:

HY (X)= inf{ih(|Ui|):X c OUi; 0<|U|<8,i= 1,2,3,..}.
i=1 i=l
Wtedy:
h 1 h
H (X) = lim M) (X)

Klasyfikacja funkcji na te, dla ktorych H" (X)) < o0, oraz te, dla ktorych H" (X)) = oo, umozliwia
doglebniejsze okreslenie natury danego tworu geometrycznego, cho¢ jednoczesnie podejscie to
utrudnia poréwnywanie obiektow, jako ze w tej sytuacji dany obiekt jest charakteryzowany nie

3 Nalezy nadmieni¢, ze cho¢ wymiar fraktalny (z lac. firactus — ztamany) bywa nazywany ulamkowym (z ang. fractional

dimension), to jednak, jak wida¢ na przyktadzie zbioru Cantora, moze on by¢ wyrazony liczba niewymierng (ktorej
przedstawienie w postaci utamka jest niemozliwe) badz catkowita. Jest to jeden z powoddw, dla ktorych Mandelbrot
preferuje okreslenie wymiar fraktalny (fractal dimension).
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pojedynczg liczba, lecz rodzing funkcji. Dlatego tez najczgsciej stosowane jest odwzorowanie
h(t) =t i wymiar Hausdorffa.

Klopotem w postugiwaniu si¢ wymiarem Hausdorffa jest to, ze jego skalkulowanie nawet dla
(wydawatoby si¢) stosunkowo nieskomplikowanych obiektéw jest zazwyczaj bardzo trudne. Co
wigcej, jest ono praktycznie niemozliwe dla obiektéw niebedacych tworami abstrakcyjnymi, lecz
naturalnymi. Z tego tez wzgledu, mimo zalet opisywanego podej$cia, w badaniach empirycznych
wykorzystywane sg inne rodzaje wymiaru.

1.2.3. Wymiar pudetkowy

Idea wymiaru pudelkowego (box dimension) wywodzi si¢ z prac Minkowskiego z poczatku
ubiegltego wieku. Dla ,,standardowych” obiektéw geometrycznych jest rowny wymiarowi topo-
logicznemu. Dzigki Georgesowi Bouligandowi okazato si¢, Ze moze on przyjmowac takze war-
tosci niecatkowite. Z tego tez wzgledu bywa nazywany wymiarem Minkowskiego-Bouliganda.
W zaleznos$ci od sposobu zdefiniowania jest takze okreslany mianem wymiaru pudetkowego, po-
jemnosciowego, entropig Kotmogorowa bagdz wymiarem entropijnym?®’.

Definicja wymiaru pudetkowego dla podzbioru X przestrzeni R" pochodzaca od Minkowskiego

i Bouliganda jest nastgpujaca:
dim, (X) = Ina’ (X)
im =lim| n———"~ |,
B 60 Ing
gdzie a! (X) jest objetoscig n-wymiarowej € -aureoli (zwanej takze pokryciem Minkowskiego
zbioru X)*.

Rys. 18. Pokrycie Minkowskiego

’ zbioru X
: &, Zrodio: J. Perkal: O dhugosci
N 4 Z M-186 krzywych empirycznych.

& 2, i Zastosowania matematyki”,
nr 3/1957, s. 263.

55 Wspomniana roznorodno$é terminologiczna prowadzi czesto do nieporozumief — mylgco bywa on czasem nazywany

wymiarem Hausdorffa (zob. np. W. Kinsner: A Unified Approach To Fractal Dimensions. ,,International Journal of
Cognitive Informatics and Natural Intelligence”. Vol. 1, No. 4 October-December 2007, s. 32). W literaturze polskiej
bywaja wykorzystywane wszystkie okreslenia — wymiar pudetkowy jest nazywany zar6wno pojemnoscia Kolmogorowa
(H. Zawadzki: Chaotyczne systemy dynamiczne. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego
w Katowicach, Katowice 1996, s. 137), jak i wymiarem pojemnosciowym (A. Mastalerz-Kodzis: Modelowanie proce-
s6w na rynku kapitalowym za pomoca multifraktali. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego
w Katowicach, Katowice 2003, s. 22). W niniejszej pracy konsekwentnie bgdzie mowa o wymiarze pudetkowym badz
Minkowskiego-Bouliganda, bowiem ,,(...) nalezy unika¢ pokusy okreslania wymiaru [pudetkowego — przyp. R.B.] (...)
mianem wymiaru pojemno$ciowego” ze wzgledu na ,,(...) catkowicie odmienne, starsze i lepiej uzasadnione znaczenie
tego okreslenia w teorii potencjatu” (B. Mandelbrot: The Fractal..., op. cit., s. 359).

B. Dubuc, J. Quiniou, C. Roques-Carmes, C. Tricot, S. Zucker: Evaluating the fractal dimension of profiles. ,,Physical
Review A”, Vol. 39, No. 3 February 1989, s. 1501.
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Definicja ekwiwalentnag, czesciej stosowang ze wzgledu na tatwiejsze przeprowadzanie obliczen
dla obiektow empirycznych, jest definicja nastepujaca:

gdzie N, (X) jest liczba hipersze$cianow siatki o boku € majacych co najmniej jeden punkt wspolny
ze zbiorem X. Poszukiwanie wymiaru pudetkowego sprowadza si¢ zatem do odnalezienia takiej
wielkosci D dla ktorej wyrazenia N, (X) oraz £ ° dla € — 0 sa tego samego rzedu. Dla przykla-
dowego podzbioru X przestrzeni R* (bedacego wykresem pewnej funkcji) oraz pewnego ¢ idee
kalkulowania N, (X) przedstawiono ponize;j.

=
-

i e
=

|

/ A\ vi Rys. 19. Przyktadowa siatka
kwadratowa oraz N,(X)
dla danego ¢ oraz zbioru X

=
———

=
|

! \\‘ N Zrodto: R. Buta: Aspekty metodyczne
| 1 szacowania wymiaru fraktalnego
finansowych szeregow czasowych.

A [W:] Mtodzi naukowcy dla polskiej
NS(X) 141 nauki. Cz. IX. Tom II. Creativetime,
Krakéow 2012, s. 194.

Mozna udowodnié, ze zamiast zliczania hipersze$cianow siatki o boku €, majacych co najmniej
jeden punkt wspdlny ze zbiorem X, mozna przez N, (X) rozumiec:
a) najmniejsza liczbe kul o promieniu g,
b) najmniejsza liczbg hiperszescianow o boku g,
¢) najmniejsza liczbg zbiorow o $rednicy co najwyzej &,
d) najwigksza liczbe¢ roztacznych kul o promieniu € o $rodkach nalezacych do X,
pokrywajacych zbior X%, Wybor sposobu kalkulowania wymiaru pudetkowego jest de facto uza-
lezniony od stopnia prostoty danego podejscia dla analizowanego obiektu geometrycznego.
Wymiar pudetkowy pokazuje, jak zachowuje si¢ badany obiekt w sytuacji malejacych (w grani-
cy do zera) rozmiaré6w pokrywajacych go hiperszescianow. Mankamentem pojawiajacym si¢ przy
stosowaniu wymiaru pudetkowego jest fakt, ze nie dla wszystkich obiektéw geometrycznych jest

InN_(X
on dobrze okreslony — nie dla wszystkich zbiorow istnieje bowiem granica lin&%. W tej
£ n-

sytuacji mozna postuzy¢ si¢ wielkosciami zawsze istniejacymi, tj. dolnym i gérnym wymiarem
pudetkowym. Dolny wymiar pudetkowy jest definiowany jako:

dim, (X) = limiglfhlL(X)

€

1 s
B

57 K. Falconer: Fractal..., op. cit., s. 43.
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natomiast goérny wymiar pudetkowy jako:
dims (X) = lim supM .
£>0 n-+

Jezeli granice te sg takie same, to istnieje wowczas wymiar pudetkowy zbioru X i jest im roéwny.
W przeciwnym wypadku wymiar pudetkowy nie jest okreslony, a wielko$cia najczesciej wykorzy-
stywang w tej sytuacji jest dolny wymiar pudetkowy.

Zaletg postugiwania si¢ wymiarem pudetkowym jest relatywna prostota jego kalkulowania,
zwlaszcza w odniesieniu do obiektow rzeczywistych, co w tym wzgledzie stanowi o jego przewa-
dze nad wymiarem Hausdorffa. Mimo to cechuje si¢ on pewnymi niedogodno$ciami, ktére z for-
malnego punktu widzenia czynig uzyskiwane wyniki mniej uzytecznymi, niz gdyby postugiwac
si¢ wymiarem Hausdorffa. Do najistotniejszych nalezy wlasno§¢ mowigca, ze wymiar pudetkowy
(takze gorny i dolny) pewnego zbioru jest rowny wymiarowi pudetkowemu (gérnemu i dolnemu)
domknigcia tego zbioru*®. Ponadto o ile wymiar pudetkowy zbioru ztozonego z pojedynczej liczby

rzeczywistej wynosi zero*, to jednak wymiar pudetkowy zbioru {0, 1, 5,%,} wynosi 2. Niedo-

godnosci te mozna usunaé, korygujac definicje wymiaru pudetkowego, co prowadzi do okreslenia
zmodyfikowanego wymiaru pudetkowego. Jest on jednak znacznie trudniejszy do oszacowania, co
sprawia, ze w niniejszej pracy ze wzgledu na jego niewielka przydatnosé w dalszych rozwazaniach
nie bedzie on analizowany.

1.2.4. Wymiar cyrklowy

Koncepcja wymiaru cyrklowego (divider dimension) zostata przedstawiona przez Mandelbro-
ta w 1967 r. w zwigzku z analizg dtugosci wybrzeza Wysp Brytyjskich. Ma ona zastosowanie
do badania struktury krzywych nieprzecinajacych si¢ i jest naturalnym rozwinigciem metody
analizy stopnia skomplikowania tworéw geometrycznych z wykorzystaniem wspotczynnika o
Richardsona.

W celu okreslenia wymiaru cyrklowego krzywej X o koncach a i b w pierwszym etapie nalezy
oznaczy¢ na niej kolejne punkty x, =a,x,,...,X,,, takie ze odlegto§¢ miedzy kolejnymi z nich
wynosi doktadnie &> 0. Maksymalng liczbe punktéw pomniejszong o jeden oznaczamy przez
M, (X), za$ dtugo$¢ uzyskanej tamanej® jako L, (X) =M, (X)e. Wymiarem cyrklowym nazy-
wamy wowczas granice (jesli istnieje):

. InM, (X)
dim, (X) = lim T
badz ekwiwalentnie:
InL,(X)
dim,, (X) = 1+1lim TR

% Ibid,, s. 48.

3 Zob. A. Gérski: Pseudofractals and box counting algorithm. ,,Journal of Physics A: Mathematical and General”, Vol. 34,
No. 39 October 2001, s. 2-3 oraz A. Gorski: Comment on fractality of quantum mechanical energy spectra. http://arxiv.
org/pdf/chao-dyn/9804034v1.pdf, s. 2.

Richardson postuluje uwzglednienie takze odlegtosci (jezeli jest dodatnia) pomigedzy punktem x , a wtasciwym koncem
krzywej, kalkulujge L, (X)=M, (X)e+d(x,,,b) (L. Richardson: Op. cit., s. 168). Ponadto nalezy zauwazy¢, ze kal-
kulacje dotyczace obiektow geograficznych sg na 0goét wykonywane w oparciu o mapy, co moze znieksztatca¢ wyniki
w zwigzku z konieczno$cia stosowania odpowiednich odwzorowan kartograficznych.

60
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Analogicznie do gornego i dolnego wymiaru pudetkowego mozna takze zdefiniowac gorny i dolny
wymiar cyrklowy jako odpowiednio:

InL (X
dim, (X) =1+ limin M%)
£-0 hlé
— InL_ (X
dimp (X):1+limsupn1;g).
e—0 .

Z przedstawionych okreslen wida¢ doskonale réznice pomiedzy tukami prostowalnymi a niepro-
stowalnymi. Poniewaz dla lukéw prostowalnych zachodzi lin(} L, (X) <o, zatem dim, (X) =1.

Z punktu widzenia charakterystyki, jaka jest wymiar cyrklowy, wszystkie one stanowia jedna klas¢
obiektow. Nie jest jednak prawda, ze tuki nieprostowalne stanowia druga klas¢ obiektow — jezeli

InL,(X)
1

bowiem limL,_ (X) = o0, wowczas granica lim
-0 >0 Int
€

nie musi by¢ taka sama. W zalezno$ci od

zachowania L, (X), gdy &€ = 0, uzyskamy rézne wymiary cyrklowe — w relacji do stopnia skom-

plikowania analizowanej krzywej. Wymiar cyrklowy nalezy zatem uzna¢ za kolejna uzyteczna
charakterystyke tukow nieprostowalnych.

1.2.5. Wymiar samopodobienstwa

Wymiar samopodobienstwa ma zastosowanie w odniesieniu do zbioréw okreslanych jako samo-
podobne. Zbiér samopodobny mozna nieformalnie okresli¢ jako zbior sktadajacy si¢ z pomniej-
szonych roztacznych kopii samego siebie. Zbiorem samopodobnym jest np. trojkat Sierpinskiego
— ktory mozna traktowac jako ztozony z trzech swoich kopii pomniejszonych w stosunku 1:2.
Formalne zdefiniowanie obiektow samopodobnych w przestrzeni R" wymaga okreslenia prze-
ksztalcenia zwezajacego, ktore dla n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej jest definiowane®!
jako odwzorowanie S:R" — R", takie ze istnieje stata 0 <c <1, ze dla dowolnych punktow

X,y € R" zachodzi |S(x) -~ S(y)| <c|x—y|. Jezeli z kolei dla dowolnych punktow x,y € R" za-
chodzi |S(X)—S(y)| =clx—y
zas$ statg ¢ — statg podobienstwa. Rodzina odwzorowan zwezajacych {SI,SZ,...,Sm} ,2<m<o

, to przeksztalcenie to nazywamy podobiefnstwem zwe¢zajacym,

o stalych zwezania c,,c,,...,c,, jest nazywana ukladem iterowanych odwzorowan (iterated fun-
ction system, IFS). Dla uktadu iterowanych odwzorowan istnieje doktadnie jeden niepusty zwarty

podzbidr X przestrzeni R", taki ze X = USi (X) . Zbior X jest zbiorem niezmienniczym danego
i=1

IFS i jest nazywany atraktorem uktadu. Jezeli dodatkowo zatozy¢, ze analizowane przeksztatce-

nia sg podobienstwami zwe¢zajacymi oraz istnieje niepusty, ograniczony i otwarty zbidr V, taki

Ze USi (V)cV oraz S, (V)nS,(V)=d, i#]j, i,j=1,2,..,m, to wowczas atraktor uktadu
i=1
iterowanych odwzorowan nazywamy samopodobnym. Samopodobienstwo to jest Sciste, jezeli

wszystkie stale zwezania sg sobie rowne. Wtedy pomniejszenie kazdej kopii, z ktorych sktada
si¢ zbior, jest takie samo, podczas gdy w poprzednio omawianym przypadku tak by¢ nie musiato.

¢l Za: K. Falconer: Fractal..., op.cit., s. 123 i dalsze.
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Wymiarem samopodobienstwa dla zbioru samopodobnego X nazywa si¢ taka liczbg dimg (X),

ktdra spetnia rownosé Z cfimS(X) =1 (istnieje doktadnie jedna). W odniesieniu do zbioréw $cisle sa-
i=1
mopodobnych, tj. takich Zze ¢, = ¢, =...=c¢_ = ¢, rd6wnos¢ powyzsza przybiera posta¢ me®™s®) =1,
. | . S .
skad dimg (X) = ln_rln . Przyktadowo, dla trojkata Sierpinskiego uktad iterowanych odwzorowan
nl

c

stanowi rodzina trzech podobienstw zwezajacych o rownych statych zwezania wynoszacych Y.

. . . . In3
Dlatego tez wymiar samopodobienstwa tego obiektu wynosi 1n_2 ~1,58.
n

Wymiar samopodobienstwa mozna uzna¢ za miar¢ stopnia skomplikowania analizowanej sa-
mopodobnej struktury geometrycznej, zwlaszcza ze traktowany jako wymiar atraktora jest on
réwny wymiarowi Hausdorffa i pudetkowemu. Mimo to klasyfikacja obiektéw samopodobnych
ze wzgledu na wymiar samopodobienstwa nie dostarcza wystarczajacych informacji do pelnego
opisania analizowanych zbioréw. Zbiory samopodobne o tym samym wymiarze mogg istotnie
r6zni¢ si¢ od siebie. Przyktadu dostarczyt Mandelbrot, konstruujac dwa zbiory samopodobne o wy-

. In 40
miarze
In

atraktora.

~ 1,90 o odmiennych rozmiarach i uktadzie przestrzeni niewypetionych punktami

Rys. 20. Zmodyfikowane
dywany Sierpinskiego

0 wymiarze samopodobienstwa
In40

In7

konstrukceji

~1,90 i odmiennej

Zrodto: B. Mandelbrot: The Fractal
Geometry of Nature. W.H. Freeman
& Company, New York 1983, s. 318.

Mimo przedstawionych mankamentéw wymiar samopodobienstwa pozwala uzyska¢ pewna doze
informacji o badanym obiekcie (cho¢ nie umozliwia ona dokonania jego petnej charakterystyki).

1.2.6. Podsumowanie

Przedstawione w niniejszym punkcie wymiary: topologiczny oraz rézne odmiany wymiaru nazy-
wanego fraktalnym, jakkolwick niewyczerpujace catego spektrum wielkosci wykorzystywanych
w analizie fraktalnej, wraz z pojgciami towarzyszacymi sg sktadnikami znacznej liczby okreslen
konstytuujacych istote obiektow o charakterze fraktalnym. Prowadzac dalsze analizy, nie mozna
jednak zapomina¢, ze wymiary okreslone wspolnym mianem ,,fraktalnych” stanowia (jak starano
si¢ wykazac) grupe zdecydowanie heterogeniczng.

Omawiane dotychczas wymiary fraktalne nie zawsze przyjmuja takie same warto$ci — wydaje
si¢ raczej, ze jest to wyjatkiem niz reguta. Z tego wzgledu autor uznal za celowe przedstawie-
nie zaleznosci zachodzacych pomie¢dzy poszczegdlnymi wymiarami. Postepowanie to jest o tyle
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uzasadnione, ze dodatkowo pozwala spojrze¢ na nie jak na odmienne charakterystyki tego same-
go obiektu. Ponadto prezentowane relacje petnig role sprawdzajacg — umozliwiaja one wykrycie
ewentualnych bledéw w szacowaniu czy obliczaniu wymiarow.

Podstawowa zaleznoScia, ktorg nalezy przytoczy¢, jest relacja pomigdzy wymiarem topologicz-
nym, Hausdorffa a pudetkowym. Zachodzi bowiem nast¢pujacy zwigzek:

dim, (X) < dim,, (X) < dim, (X) < dims (X),

a zatem jezeli wymiar pudetkowy istnieje, to dim; (X)<dim, (X) < dim, (X). Wymiar Haus-
dorffa jest zatem nie wigkszy od wymiaru pudetkowego, a jednocze$nie nie mniejszy od wymia-
ru topologicznego. Konstatacja ta poshuzy nastgpnie Mandelbrotowi do zdefiniowania obiektow
fraktalnych.

W przypadku krzywych i szacowania ich wymiaru cyrklowego i pudetkowego (jesli istnieja)
mozna pokaza¢, ze dim, (X) < dim,, (X). Wida¢ zatem, ze wymiary te nie sa ekwiwalentne.

Tab. 1. Najistotniejsze zalety i wady najczesciej wykorzystywanych wymiaré6w w analizie obiektow fraktalnych

Wymiar Zalety Wady

Hausdorffa » odzwierciedla ztozona struktur¢ | ¢ trudny do obliczenia badz
geometryczng obiektu oszacowania

Pudetkowy * nieskomplikowana procedura * moze przyjmowac wartosci
obliczeniowa niecatkowite dla obiektow

* latwy w interpretacji niebedacych fraktalami

Cyrklowy * nieskomplikowana procedura * nie ma zastosowania do

obliczeniowa obiektow innych niz krzywe

* latwy w interpretacji

Samopodobienstwa | ¢ nieskomplikowana procedura * nie ma zastosowania
obliczeniowa do obiektow innych niz
* dostateczna charakterystyka samopodobne

obiektow samopodobnych

Zrédio: Opracowanie whasne.

Kluczowa cechg omawianych wymiaréw jest fakt, ze wszystkie starajg si¢ uchwyci¢ stopien
nieregularno$ci badanych tworow. W zaleznosci jednak od tego, jak rozumie¢ pojecie ,,nieregular-
no$¢” oraz jak ja mierzy¢, uzyskuje si¢ odmienne rezultaty. W analizie teoretycznej chyba najczes-
ciej wykorzystywany jest wymiar Hausdorffa, zas w zastosowaniach praktycznych powszechnie
stosuje si¢ wymiar pudetkowy. Z tego tez wzgledu w niniejszej pracy odniesienie do wymiaru
fraktalnego bedzie na ogdt oznaczalo odwotanie si¢ do wymiaru pudetkowego. Dodatkowego
uzasadnienia dla wykorzystania wtasnie wymiaru pudetkowego dostarcza ponadto mozliwos¢ na-
dania mu czytelnej interpretacji ekonomicznej, co jest przedmiotem rozwazan zawartych w dalszej
czesci monografii®,

2 Zob. punkt 2.2.1.
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1.3. Krytyczna analiza wspotczesnych definicji
obiektu fraktalnego

Dla rozwazan o wilasnosciach fraktalnych obiektow kluczowy jest sposob zdefiniowania fraktala.
Kwestia skonstruowania wlasciwej i powszechnie akceptowanej definicji tworéw fraktalnych,
mimo podania odpowiednich okreslen przez wielu uczonych, nie zostata do chwili obecnej uznana
za zamknigta, a problem znalezienia adekwatnych kryteriow klasyfikacyjnych za satysfakcjonu-
jaco rozwiazany. Aktualnie w literaturze przedmiotu cze¢sciej spotyka si¢ opis cech, ktorymi po-
winny wykazywac sie fraktale, lecz na og6t sg one celowo formutowane w sposdb pozwalajacy na
arbitralne wlaczenie badZ wykluczenie poszczegolnych obiektow z wyrdznionych klas. Z tego tez
wzgledu autor uznat za celowe poréwnanie rozmaitych definicji twordéw fraktalnych, jednoczesnie
pokusiwszy sig¢ o probe dokonania oceny ich uzytecznosci z punktu widzenia ekonomisty.

Jedna z najprostszych definicji obiektu fraktalnego przedstawit Edgar Peters. W jego ujeciu
,Fraktal jest obiektem, ktorego czeéci pozostajg w pewnej relacji do cato$ci”®. Prezentowane
okreslenie, intuicyjne i niewymagajace operowania wysublimowanym aparatem matematycznym,
nie moze by¢ jednak uznane za nawet czesciowo satysfakcjonujace. Wynika to z faktu, ze dowolny
obiekt spetnia wymaganie zawarte w definiensie — kazda cze$¢ jakiegokolwiek tworu pozostaje
z nim w relacji zawierania si¢ — co sprawia, ze przedstawiona definicja traci moc rdéznicowania
obiektow na fraktalne i niefraktalne. Dopiero uscislenie dokonane nastgpnie przez Petersa, glo-
szace, ze ,,Fraktale sa samopodobne”*, mozna uznac za bardziej uzyteczne. Samopodobienstwo
jest jedna z cech nieodlacznie zwigzanych z obiektami fraktalnymi. Jezeli jednak rygorystycznie
trzymac si¢ wprowadzonej definicji, wowczas praktycznie wszystkie obiekty naturalne znalaztyby
si¢ poza klasg fraktali z dwoch przyczyn.

Po pierwsze, samopodobienstwo w ich przypadku jest jedynie przyblizone. Formalna definicja
obiektu samopodobnego nie ma tu zastosowania, wymaga ona bowiem zachowania okre§lonych
wilasnosci, ktore mozna uzna¢ za spelnione jedynie zgrubnie. Takze nie wszystkie twory abstrak-
cyjne mozna by w $wietle tego okreslenia uzna¢ za fraktale — dla przyktadu nie bytaby nim $nie-
zynka von Kocha. Co wigcej, wowczas za obiekty fraktalne nalezaloby uzna¢ takze np. odcinek,
ktoéry nigdy nie byt traktowany jako fraktal. Wida¢ zatem, ze wykorzystanie wspominanej definicji
prowadzitoby do btednej klasyfikacji obiektow geometrycznych.

Po drugie, obiekty samopodobne w prezentowanym ujeciu moga by¢ jedynie wytworami ludz-
kiego umystu. W rzeczywistym $wiecie istnieje granica, po ktorej przekroczeniu wspomniana
definicja traci sens, na poziomie molekularnym bowiem nie sposéb mowi¢ o obiektach fraktal-
nych. Zarzut ten nie odnosi si¢ jednak tylko do aktualnie omawianej definicji, poniewaz wyste-
pyuje zawsze wtedy, kiedy zachodzi koniecznos$¢ uwzglednienia wielkosci nieskonczenie matych,
a jednoczesnie ciaglych. Konstatacja powyzsza ostabia nieco jego wage, jednak nalezy catly czas
mie¢ go na uwadze.

Pierwszy ze sformutowanych zarzutow mozna oddali¢, postugujac si¢ pojeciem samopodo-
bienstwa statystycznego. Zamiast zadania, by czesci sktadowe danego obiektu mozna byto otrzy-
maé wskutek stosowania podobienstwa zwezajacego, wymagane jest jedynie, by rozktad prawdo-
podobienstwa analizowanej wielkos$ci nalezat do tej samej rodziny rozktadéw z doktadnoscia do
warto$ci parametrow. Dokonana generalizacja rozumienia samopodobienstwa pozwala sklasyfiko-
wac jako fraktale wiele obiektow niebgdacych $cisle samopodobnymi. Do klasycznych przyktadow

9 E. Peters: Teoria chaosu a rynki kapitatowe. WIG-Press, Warszawa 1997, s. 49.
% TIbid.
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nalezy np. przywotywane przez Mandelbrota rozmieszczenie z16z miedzi®®. Mimo to nalezy uznac,
ze wspomniane uogodlnienie nie jest dostateczne. Wynika to z faktu, ze podobienstwo (jako ztozenie
homotetii i izometrii) prowadzi do przeskalowania obiektow w kazdym kierunku zgodnie z tym sa-
mym wspotczynnikiem. Tymczasem wiele tworéw uznawanych powszechnie za fraktalne skaluje
si¢ odmiennie w réznych kierunkach (m.in. trajektorie procesu Wienera-Bacheliera). Z tego wzgle-
du wymog samopodobienstwa zastgpuje si¢ obecnie wymogiem samoafiniczno$ci. Transformacja
afiniczng nazywa si¢ natomiast przeksztatcenie Q:R" — R" okreslone jako: Q(x)=T(x)+t,
gdzie T:R" — R" jest nicosobliwym przeksztatceniem liniowym, a t € R". Mozna pokazaé, ze
przeksztatcenie samoafiniczne jest ztozeniem translacji, symetrii osiowych, obrotow i homotetii.
Jezeli teraz dana jest rodzina afinicznych odwzorowan zwegzajacych {Q1 ,Q5,..,Q,, }, 2<m<oo,to
zbidr niezmienniczy tego uktadu iterowanych odwzorowan w sytuacji gdy istnieje niepusty, ogra-

niczony i otwarty zbior V, taki ze UQi (V)cVoraz Q (V)nQ;(V)=9,i#j,i,j=12,..,m,
i=1

nazywamy samoafinicznym. Analogicznie do samopodobienstwa statystycznego definiuje si¢ tak-

ze statystyczng samoafiniczno$¢. Zaktadajac teraz, ze obiekty fraktalne powinny cechowac sie sta-

tystyczng samoafinicznoscia, rozszerzamy zdecydowanie klas¢ twordéw fraktalnych m.in. o obiek-

ty wystepujace w naturze. Dlatego tez poczatkowo wykorzystywane pojecie samopodobienstwa

przyjeto si¢ obecnie traktowaé w kontekscie przeksztalcen afinicznych.

Postugiwanie si¢ pojeciem samoafinicznosci badz samoafinicznosci statystycznej pozwala
wiaczy¢ do klasy obiektow fraktalnych wiele twordw, ktdre poprzednio nie bylyby jej elementa-
mi. Takie postgpowanie nie eliminuje jednak ktopotow wynikajacych z zaklasyfikowania w mysl
omawianej definicji do zbioru fraktali obicktow, ktore z pewnos$cig za fraktale uznane by¢ nie
moga. Konieczne stalo si¢ zatem natozenie dodatkowych warunkow, tak by elementy niepozada-
ne ze zbioru twordw fraktalnych usungé. W tym celu zaproponowano, by uznag, ze fraktalami sg
obickty majace skomplikowana, wzglednie subtelng strukture geometryczng. Wskutek powigk-
szania obiektu coraz wigksza liczba jego detali powinna stawaé si¢ widoczna dla obserwatora.
Podejscie to jest o tyle wygodne, ze znaczna czg¢$¢ analizowanych fraktali abstrakcyjnych wyrdz-
nia si¢ spomiedzy pozostatych figur swoista geometrig, odmienng niz w przypadku najczesciej
wykorzystywanych twordw. Mimo swej pozornej prostoty sformalizowanie takiego warunku jest
jednak niestychanie trudne, jesli nie niemozliwe. Adekwatne okreslenie naukowe winno bowiem
by¢ intersubiektywnie jednakowo rozumiane i niepozostawiajace watpliwosci co do swej istoty.
Przedstawiony warunek nie spetnia tego wymogu, jako ze rozumienie przymiotnikdéw ,,skompli-
kowany” czy ,,subtelny” mogloby by¢ odmienne, a zatem opisany warunek nalezatoby odrzucic.

Prébowano takze doprecyzowac definicje fraktala, wykorzystujac fakt, ze znaczna czg¢$¢ sposrod
fraktali abstrakcyjnych jest okreslana w bardzo prosty sposob, czgsto rekurencyjny (m.in. krzywa
von Kocha, trojkat Sierpinskiego). Zaproponowano zatem, by za fraktale uzna¢ obiekty spetniajace
powyzszy warunek. Podejscie takie jednak ma dwie zasadnicze wady. Po pierwsze, nie jest mozliwe
zastosowanie go w odniesieniu do obiektow wystepujacych w rzeczywistym $wiecie. Po drugie,
z faktu, ze wybrane obiekty bedace w sposob oczywisty fraktalami mozna skonstruowac lub zdefi-
niowaé w sposob rekurencyjny, nie wynika, ze wszystkie fraktale muszg cechowac si¢ tg wlasnos-
cig. Ponadto nie wyklucza to mozliwosci, ze twory niebedace fraktalami mogg by¢ uzyskane w ten
sposob. Rekurencyjnie da si¢ albowiem zdefiniowaé okrag, ktory z pewnoscig nie jest fraktalem®.

% B. Mandelbrot: Multifractal Measures, Especially for the Geophysicist. [In:] C. Scholz, B. Mandelbrot (eds.): Fractals
in Geophysics. Springer, Basel 1989, s. 6.
 J. Kudrewicz: Op. cit., s. 19-20.
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Wskazane wzgledy sprawily, ze wspomniany warunek nie zostal uznany za conditio sine qua non
sklasyfikowania analizowanego obicktu jako fraktalny.

Generalng niedogodnoscia zwigzana z wspomnianymi okresleniami jest ich nieprecyzyjnosé
i mozliwos¢ odmiennego klasyfikowania obiektow w zalezno$ci od subiektywnej oceny badacza.
Dlatego tez najpowszechniejszg stata si¢ precyzyjna definicja o charakterze projektujacym podana
przez Mandelbrota®. Zgodnie z jego okresleniem: ,,Fraktal jest z definicji zbiorem, ktorego
wymiar Hausdorffa-Besicovitcha jest wiekszy niz wymiar topologiczny”®. Z tego wzgledu
Mandelbrot mianem wymiaru fraktalnego okreslalt wymiar Hausdorffa. Zauwaza jednoczes$nie,
ze wérdd obiektow uznanych za fraktalne w mysl poprzedniego okreslenia ,,Najlepsze fraktale to
te, ktore cechujg si¢ maksymalng niezmienniczoscia™® — ze wzgledu na zmiang skali i przemiesz-
czenie.

Definicja podana przez Mandelbrota zostata poczatkowo uznana za catkowicie satysfakcjo-
nujaca — jest zresztg powszechnie wykorzystywana do chwili obecnej. Jej niezaprzeczalng zaletg
jest precyzja i fakt, ze wylacza ona z klasy obiektow fraktalnych odcinki czy proste. Mimo to sam
Autor z czasem zaprzestal jej restrykcyjnego stosowania. Jak odnotowatl: ,, Ta definicja podoba mi
si¢ coraz mniej i traktuje jg coraz mniej powaznie. (...) Czuje (...), ze pojecie fraktala jest bardziej
podstawowe niz jakakolwiek poszczegdlna definicja wymiaru””. Obiekty, ktore przyjeto sie trak-
towac¢ jako fraktale (np. diabelskie schody Cantora), w mysl przytoczonej definicji nie mozna by
uzna¢ za takie. Ponadto wspomniane okreslenie jest ukierunkowane na klasyfikacje tworow abs-
trakcyjnych, a nie naturalnych. Sprawito to, ze w swoich dalszych pracach Mandelbrot praktycznie
zarzucit postugiwanie si¢ stworzong przez siebie definicja, traktujac ja jedynie jako wskazowke,
a nie formalne kryterium klasyfikacyjne. Coraz cze¢$ciej odnosit si¢ on do wspomnianych uprzed-
nio cech fraktali, podkreslajac, ze ,,Ogolnie rzecz biorac, fraktale matematyczne i naturalne to
obiekty, ktérych chropowatos$¢ i rozdrobnienie nie zanika ani nie fluktuuje, lecz pozostaje
nie zmienione w istotnym stopniu przy kolejnych przyblizeniach™'. Ponadto zauwazat, ze
»Algorytmy generujace fraktale sg zazwyczaj tak nadzwyczajnie krotkie, ze (...) muszg by¢ na-
zwane «prostymi». Ich fraktalne rezultaty, w przeciwienstwie do nich samych, czgsto zawieraja
niezmiernie bogate struktury”’?. Przedkladajgc zalety wynikajace z mozliwosci skorygowania
przez badacza rezultatow formalnej klasyfikacji, juz od drugiego wydania The Fractal Geometry
of Nature postanowil on pozostawi¢ okreslenie ,,fraktal” bez $cistej definicji.

Takze w literaturze krajowej probowano stworzy¢ okreslenia obiektu fraktalnego spetniaja-
cego uprzednio wspomniane warunki. Oryginalng definicje podat Jacek Kudrewicz, piszac, ze
»(...) fraktalem w przestrzeni metrycznej X nazywamy kazdy niepusty, zwarty podzbior tej
przestrzeni””. Jak stusznie zauwazyta Adrianna Mastalerz-Kodzis: ,,Definicja przytoczona jest
jednak bardzo ogodlna™™, jako ze wowczas fraktalami byloby wiele twordw znanych z geome-
trii euklidesowej. Dlatego tez w kolejnych wydaniach swej monografii Kudrewicz postugiwat
si¢ definicja Mandelbrota. Ponadto wprowadzil on pojecie przestrzeni fraktali. Przez <77 (R“)

67

W mysl okreslenia zawartego w C. Hempel: Podstawy nauk przyrodniczych. WNT, Warszawa 1968, s. 126—127.

% B. Mandelbrot: Fractal..., op. cit., s. 15.

¢ TIbid., s. 18.

70 B. Mandelbrot: On Fractal Geometry, and a Few of the Mathematical Questions It Has Raised. [In:] Proceedings of the
International Congress of Mathematicians August 1624 1983 Warszawa. PWN, Warszawa 1984, s. 1674-1675.

7" B. Mandelbrot: A Geometry Able to Include Mountains and Clouds. [In:] N. Lesmoir-Gordon (ed.): The Colours of

Infinity: The Beauty and Power of Fractals. Springer, London 2010, s. 44.

B. Mandelbrot: Fractal geometry: what is it, and what does it do? ,,Proceedings of the Royal Society of London. Series

A: Mathematical and Physical Sciences”, Vol. 423, No. 1864 May 1989, s. 6.

Za: A. Mastalerz-Kodzis: Modelowanie..., op. cit., s. 14.

™ Ibid.
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oznaczymy rodzing niepustych i zwartych”™ podzbioréw przestrzeni R". Wowczas dla zbioréw
AiB - elementéw zbioru o7 (R“) okre$la si¢ metryke Hausdorffa nastepujaco’:

h(A,B)=max{d(A,B),d(B,A)},

gdzie d(A,B),d(B,A) oznacza odlegtosé zbioru A od zbioru B i odlegltosé zbioru B od zbioru A,
ktore sg zdefiniowane jak nizej:

d(A,B)=max{d(x,B)},

xeA

d(B,A)=max {d(y,A)} ,

yeB

przy czym odlegto$¢ punktu od zbioru to:

4(B) = minfp(x.y)}

d(y,A)=min{p(x,y)},

gdzie p(x, y) jest odlegto$cig migdzy punktami x i y w sensie metryki euklidesowej. Ekwiwalen-
tnie, aczkolwiek bardziej intuicyjnie, metryke Hausdorffa mozna okresli¢ jako najmniejsze ¢, takie
ze ¢ -aureola zbioru A zawiera zbior B, a ¢ -aureola zbioru B zawiera zbior A:

h(A,B)=inf{e:Ac A (B),Bc A, (A)}

Zmetryzowang za pomoca odlegtosci Hausdorffa przestrzen o/ (R“ ) Kudrewicz nazywa prze-
strzenig fraktali, jak pisze, ,,(...) nie dlatego, ze wszystkie jej elementy sa fraktalami, ale dlatego,
ze bardzo duzo znanych fraktali nalezy do tej przestrzeni™”’.

Autor podziela poglad, Ze $cista formalna definicja fraktala, niewatpliwie uzyteczna, moglaby
krepowaé swobode rozwazan, zwlaszcza w sytuacji, gdy badania dotyczylyby nauk empirycznych,
a nie aksjomatycznych. Catkowicie stuszne wydaje si¢ zatem stanowisko Kennetha Falcone-
ra, gloszacego, ze ,,(...) definicja «fraktala» powinna by¢ traktowana w ten sam sposob jak
biolog traktuje definicje «zycia». Nie istnieje Scisle i krétkie okreslenie, lecz jedynie lista
wlasciwos$ci charakteryzujacych istote zywa’®. Dlatego tez autor nie podziela opinii wyrazonej
przez Stevena Krantza w jego niezwykle krytycznym wzgledem geometrii fraktalnej artykule:
,»(...) nie istnieje precyzyjna definicja pojecia «fraktaly. Jako matematyk uwazam, ze nie wrdzy to
dobrze””. Zwlaszcza w odniesieniu do fraktali naturalnych za bardziej uzasadnione mozna uzna¢
dostosowywanie wlasciwych okreslen w zaleznosci od przedmiotu badan. Wspomniana konwencja
zostanie zastosowana takze w niniejszej monografii w analizie finansowych szeregoéw czasowych
i rozwazaniach nad uzytecznoscia charakterystyk fraktalnych w ocenie ryzyka inwestycyjnego.

Okresliwszy pojecie fraktala, wskazane jest takze przedstawienie najistotniejszej i najczesciej
spotykanej klasyfikacji tych obiektdéw, istotnej dla przedstawionych rozwazan. Najpowszechniej-
szy podzial tworéw fraktalnych zaktada wyodrebnienie dwoch klas: fraktali abstrakcyjnych
(zwanych na ogét matematycznymi) oraz naturalnych. Fraktale abstrakcyjne sa wytworami
ludzkiego umystu, a ich konstrukcja jest zadana w okreslony sposdb z wykorzystaniem aparatu

Tzn. jezeli kazde otwarte pokrycie danego zbioru zawiera podpokrycie skoficzone (K. Falconer: Fractal..., op. cit., s. 6).
Za: J. Kudrewicz: Op. cit., s. 28 i dalsze.

7 Ibid., s. 29.

8 K. Falconer: Op. cit., s. XXV.

7 8. Krantz: Fractal Geometry. ,,The Mathematical Intelligencer”, Vol. 11, No. 4/1989, s. 14.
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matematycznego. Z kolei przez fraktale naturalne rozumie si¢ obiekty o wtasciwosciach frak-
talnych wystepujace w przyrodzie. Ze wzgledu na tematyke niniejszej pracy autor sadzi, ze do
wspomniane] klasy nalezy wlaczy¢ takze te obickty abstrakcyjne, ktore odzwierciedlaja pewne
rzeczywiste zjawiska czy procesy. Wydaje si¢ bowiem zasadne stwierdzenie, Zze np. wykres od-
wzorowujacy jako funkcje czasu cisnienie atmosferyczne w wybranym punkcie naszej przestrzeni,
jezeli wykazywalby wilasnosci fraktalne, nalezatoby wiaczy¢ do klasy fraktali naturalnych, mimo
ze sama idea przedstawienia takiego odwzorowania jest tworem ludzkiego umystu.

Drugim rozréznieniem wprowadzonym w literaturze przedmiotu jest podziat na fraktale deter-
ministyczne i losowe. W odniesieniu do fraktali deterministycznych ich ksztalt jest $cisle okres-
lony a priori, poprzez zadang, deterministyczng zalezno$é. Dlatego tez np. fraktale bedace atrak-
torami opisywanych dotychczas uktadéw iterowanych odwzorowan mozna zaliczy¢ do fraktali
deterministycznych. Ponadto istniejg fraktale losowe, ktorych ksztatt jest uzalezniony od zaburzen
losowych, a zatem niemozliwych do opisania a priori inaczej, jak za pomocg odpowiednich rozkta-
dow prawdopodobienstwa. Prezentowane dychotomiczne podzialy bywajg czesto utozsamiane®.
Zdaniem autora podej$cie to nie jest stuszne. Lepszym rozwigzaniem wydaje si¢ natozenie dwoch
podziatéw dychotomicznych w celu utworzenia czterech klas obiektow: fraktali abstrakcyjnych
deterministycznych, abstrakcyjnych losowych, naturalnych deterministycznych i naturalnych loso-
wych. Nie ma bowiem watpliwosci, ze do pierwszej klasy nalezy zaliczy¢ np. krzywa von Kocha
czy trojkat Sierpinskiego, a do czwartej np. 1iS¢ paproci. Watpliwos$¢ przy podziale wylacznie
dychotomicznym na fraktale abstrakcyjne (tj. deterministyczne) i naturalne (tj. losowe) powstaje
jednak przy obiekcie nazwanym losowa krzywa von Kocha. Jedng z mozliwoséci wprowadzenie
elementow stochastycznych w budowie krzywej von Kocha jest np. losowy dobér potptaszezyzny,
na ktore dzieli plaszczyzne prosta zawierajagca dany odcinek, ktora zawieraé bedzie trzeci wierz-
chotek trojkata tworzonego na kazdym etapie jej konstrukcji. Przyktadowy wykres, w sytuacji
gdy stosunek prawdopodobienstw ksztattuje si¢ jak 1:1, przedstawiono ponizej.

Rys. 21. Losowa krzywa
von Kocha (przyblizenie)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Obiekt ten jest niewatpliwie tworem abstrakcyjnym, ale jednocze$nie niezaprzeczalnie loso-
wym. Positkowanie si¢ zatem wylacznie jedng przedstawiong dychotomiczng typologia nie jest
poprawne. Ewentualny sprzeciw mogloby budzi¢ wyrdznienie klasy fraktali naturalnych determi-
nistycznych, nie wydaje si¢ bowiem nieprawdopodobne, by klasa ta nie mogla okaza¢ si¢ pusta.
Poniewaz jest watpliwe, by rozstrzygnigcie tej kwestii byto mozliwe (a na pewno wykracza poza
ramy niniejszej publikacji), autor proponuje positkowanie si¢ czteroklasowa typologia obiektow

80" Zob. np. W. Ratajczak: Metodologiczne aspekty fraktalnego modelowania rzeczywisto$ci. http://www.zep. amu.edu.pl/
pl/wp-content/Fraktale.pdf.
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fraktalnych. Finansowe szeregi czasowe — przedmiot prezentowanych w dalszej czg¢éci badan —
mozna by zatem zaliczy¢ (wykazawszy uprzednio ich fraktalne wlasciwosci) do klasy fraktali na-
turalnych losowych. Znalezienie dostatecznie wiernie odzwierciedlajacych ich tworow nalezacych
do klasy fraktali abstrakcyjnych (losowych badz deterministycznych) oraz rozwazenie wptywu
uznania za prawdziwa hipotezy o fraktalnych cechach finansowych szeregdw czasowych bedzie
przedmiotem kolejnego rozdziahu.

1.4. Konkluzje

W niniejszym rozdziale zaprezentowano obszernie szereg pojec i koncepcji dotyczacych formal-
nego ujecia obiektow fraktalnych. Ponadto przeanalizowano kluczowe charakterystyki, a takze
podjeto probe dokonania ich porownania. Moze si¢ wydawac, ze przedstawione w niniejszym
rozdziale obiekty, terminy oraz zalezno$ci moga nie mie¢ istotnego zwigzku z pozornie odlegta
problematyka modelowania cen instrumentéw finansowych oraz ocena poziomu ryzyka zwigza-
nego z inwestowaniem w te instrumenty. Po glebszej analizie poglad ten nalezy jednak, zdaniem
autora, zdecydowanie odrzucic.

Po pierwsze, wykorzystanie fraktali do modelowania zjawisk i proceséw przyrodniczych i spo-
tecznych przyniosto dotychczas wiele sukcesow. Geometria fraktalna jest w chwili obecnej sto-
sowana przez uczonych specjalizujacych si¢ w zagadnieniach tak odlegtych jak funkcjonowanie
narzaddw organizmow zywych, obcigzenie sieci telekomunikacyjnych czy zarzadzanie zapasami®'.
Skomplikowany aparat matematyczny oraz sformalizowane podej$cie (zwlaszcza w odniesieniu
do fraktali abstrakcyjnych), jakkolwiek rodzace pewne trudnos$ci, nie powinny wptywac w istotny
sposob na ocene przydatnosci metod fraktalnych w naukach ekonomicznych.

Po drugie, wlasciwe finansowe szeregi czasowe stanowigce obecnie przedmiot ilosciowych
badan nad ryzykownoscia dokonywanych inwestycji, mozna odwzorowa¢ na ptaszczyznie (lub
w innej przestrzeni) w odpowiedni sposob. Nie ma wowczas zadnych przeciwwskazan, by efektu
takiego odwzorowania, bedacego pewna figurg geometryczng, nie moc bada¢ metodami fraktalny-
mi, wzglednie nawet uznac po spetnieniu odpowiednich warunkéw za twor fraktalny. Charaktery-
styki fraktalne obiektu mozna wtedy przypisa¢ takze badanemu finansowemu szeregowi czasowe-
mu. W tej sytuacji szeregi czasowe, a takze zjawiska i procesy, ktorych sa one odzwierciedleniem,
mozna by roznicowac, wykorzystujac charakterystyki fraktalne.

Przedstawione rozumowanie wskazuje, ze metody fraktalne moga by¢ uzyteczne w opisie i ba-
daniu zjawisk ekonomicznych. Autor jest zdania, ze w istocie sg one nieodzowne (cho¢ by¢ moze
samoistnie niewystarczajace) dla oceny poziomu ryzyka zwigzanego z inwestycjami finansowymi.
W celu wlasciwego naswietlenia ich uzytecznos$ci konieczna jest jednak nie tylko przedstawiona
analiza koncepcji stricte matematycznych, lecz takze teorii pretendujacej do roli teorii wiodacej
w zakresie modelowania cen instrumentdéw finansowych, tj. teorii rynku fraktalnego. Prezentacji
mozliwo$ci wykorzystania fraktali w modelowaniu cen instrumentéw finansowych i ocenie ryzyka
z nimi zwigzanego za pomocg metod fraktalnych poswigcony jest kolejny rozdziat.

81" Zob. np. . Stewart: The Nature of Fractal Geometry. [In:] N. Lesmoir-Gordon (ed.): Op. cit., s. 15-23; A. Mularczyk,
I. Zdonek: Analiza statystyk stron internetowych Politechniki Slaskiej metodami fraktalnymi. ,,Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Slaskiej. Organizacja i Zarzadzanie”, z. 64, nr 1894/2013; A. Mularczyk: Fraktalne wspomaganie zarzadzania
zapasami. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego w Katowicach”,
nr 50/2008.
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Rozdziat 11

Znaczenie 1 przydatnosc teorii

rynku fraktalnego dla pomiaru

ryzyka inwestycji finansowych

Gdyby ktos wierzyl, ze na calej przestrzeni od Londynu do Paryza wysokos¢
kazdego miejsca nad poziomem morza jest funkcyq cigglg odleglosci

od Londynu, i w tem przekonaniu spacerowalby spokojnie na skatach Doveru,
zapatrzony w niebo, niezawodnie utongtby w morzu, zanim zdqzylby dojsé¢

do przekonania, ze uogolnienia naukowe wymagajq wielkiej ostroznosci.

A. N. Whitehead

Niniejszy rozdziat jest poswiecony analizie konstrukcji nazwanej teoria rynku fraktalnego.
Zamierzeniem autora jest ukazanie jej jako koncepcji uniwersalnej, a jednoczes$nie zawierajacej
dotychczasowe teorie jako przypadki szczegolne, uzyskiwane poprzez przyjecie pewnych zatozen
upraszczajacych. Jednoczesénie zostanie podjeta proba krytycznej oceny aktualnie wykorzystywa-
nych metod kwantyfikacji ryzyka, uznawanych za wymagajace rewizji wobec wprowadzanych
zmian w modelach ksztattowania si¢ cen instrumentéw finansowych. Ponadto zostanie przedsta-
wiona koncepcja oceny poziomu ryzyka inwestycyjnego, adekwatna w sytuacji przyjecia hipotezy
rynku fraktalnego za prawdziwa, zaktadajaca wykorzystanie wielkos$ci szczegotowo omdwionych
w poprzednim rozdziale.

2.1. Teoria rynku fraktalnego — istota 1 znaczenie
dla pomiaru ryzyka inwestycji finansowych

Pojecie ,.teorii rynku fraktalnego” jest obecnie coraz czgéciej spotykane w publikacjach o cha-
rakterze naukowym. Mianem tym okresla si¢ wiele rozmaitych koncepcji z zakresu modelowania
cen instrumentéw finansowych i oceny ryzyka inwestycyjnego, nie zawsze tworzacych spojng
konstrukcje. Pojecie to jest, w opinii autora, naduzywane, co wprowadza pewien chaos nie tyl-
ko terminologiczny, lecz takze w zakresie poprawnego rozumienia samej istoty teorii. Dlatego
tez w pierwszej kolejnosci konieczne jest dokonanie selekcji 1 okreslenie, ktore koncepcje nie
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stanowig sktadowych konstrukcji bardziej ogdlnej — teorii rynku fraktalnego. Postepowanie to,
rodzace wiele watpliwosci ze wzgledu na fakt, ze teoria rynku fraktalnego nie jest zwarta ani spojna
i wymaga pewnych subiektywnych ocen, jest jednak niezbedne dla dostatecznego skonkretyzo-
wania przedmiotu badan.

2.1.1. Krytyczna analiza wspotzalezno$ci pomiedzy teorig rynku
fraktalnego a teorig chaosu deterministycznego

Wsrod publikacji, ktore w najwigkszym stopniu przyczynily si¢ do rozpowszechnienia idei wy-
korzystania fraktali w modelowaniu finansowym, do najistotniejszych naleza dwie monografie
Edgara Petersa: Teoria chaosu a rynki kapitatowe oraz Fractal Market Analysis. Obydwie sa po-
$wigcone nie tylko obiektom fraktalnym, lecz takze zastosowaniu metod analizy chaotycznych
systemow dynamicznych oraz problematyce dynamiki nieliniowej na rynku kapitatowym. Mimo
ze pojecia te pozostaja w bliskim zwiazku z koncepcja rynku fraktalnego, to jednak te relacje nie
moga prowadzi¢ do uznania teorii chaosu za niezbgdny element sktadowy teorii rynku fraktalne-
go. Wspomniane niescisto$ci maja swoje zrodto najprawdopodobniej w tym, ze atraktory syste-
mow dynamicznych maja cze¢sto charakter fraktalny i obiekty te mozna bada¢ z wykorzystaniem
miernikéw i metod wspomnianych w poprzednim rozdziale®. Tym niemniej tworcy teorii rynku
fraktalnego (jakkolwiek samo pojgcie spopularyzowat wtasnie Peters) nie positkowali si¢ koncep-
cjami wywodzacymi si¢ z teorii chaotycznych systemow dynamicznych, opisujac mechanizmy
ksztattowania si¢ cen instrumentow finansowych, a eksploatowane przez nich modele matema-
tyczne w niklej mierze opieraja si¢ na jej osiagnigciach. Z tego tez wzgledu wydaje si¢ celowe
dokonanie rozréznienia pomi¢dzy wspomnianymi koncepcjami. Autor nie podziela jednak zdania,
jakoby teorie te dzielily sprzecznosci niemozliwe do wyeliminowania. Mimo ze teoria chaotycz-
nych systemow dynamicznych opierala si¢ poczatkowo na analizie uktadow deterministycznych,
a elementy losowe odgrywaly w tej koncepcji posledniejsza role, za$ teoria rynku fraktalnego
jest nierozerwalnie zwigzana z teorig proceséw stochastycznych i sktadnik przypadkowy ma
charakter dominujacy, to jednak nie jest wykluczone, ze de facto tworza one komplementarny
uktad hipotez wyjasniajacych roézne aspekty funkcjonowania tego samego mechanizmu. Jest co
najmniej prawdopodobne, Ze niektore istotne czynniki wptywajace na poziom cen na rynku ka-
pitalowym maja w czgsci charakter deterministyczny, cho¢ by¢ moze 6w determinizm ma naturg
chaotyczna, tak ze odrdznienie go od sktadowych czysto losowych moze by¢ problematyczne. Nie
jest rowniez wykluczone, ze dominujaca cz¢s¢ zmiennosci na rynku kapitalowym jest efektem
agregacji wielkiej liczby deterministycznych, o relatywnie niewielkim wptywie na sumaryczny
efekt, cho¢ silnie zréznicowanych przyczyn. Tym niemniej dla uniknigcia ewentualnych niepo-
rozumien celowe wydaje si¢ podkreslenie, ze koncepcja rynku chaotycznego nie jest tozsama
z teorig rynku fraktalnego. Ponadto autor podziela opini¢ wyrazong przez Rosario Mantegng oraz
Eugene’a Stanleya: ,,Chociaz nie mozna wykluczy¢ hipotezy, ze rynek finansowy rzadzi si¢ dyna-
mika chaotyczna, (...) przyjmujemy paradygmat gloszacy, ze dynamika cen papierdw wartoscio-
wych podlega procesom stochastycznym. Wybor nasz jest usprawiedliwiony obserwacja, ze rozwoj
w czasie ceny danego papieru wartosciowego zalezy w sposob istotny od wszelkich informacji
wplywajacych na jego los; niepodobna sadzi¢, ze wszystkie te informacje moglyby by¢ w istocie
opisane za pomoca niewielkiej liczby nieliniowych réwnan deterministycznych™. Jest to punkt
widzenia przyjety przez autora w niniejszej monografii.

82 Zob. S. Chatterjee, M. Yilmaz: Chaos, Fractals and Statistics. ,,Statistical Science”, Vol. 7, No. 1/1992, s. 53.
8 R. Mantegna, H. Stanley: Ekonofizyka. Wprowadzenie. WN PWN, Warszawa 2001, s. 19.
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2.1.2. Pojecie fraktala w teorii rynku fraktalnego

W literaturze przedmiotu teoria rynku fraktalnego czesto jest postrzegana raczej przez pryzmat
instrumentarium stosowanego w prowadzonych analizach, niz w kontekscie okreslonych wtas-
nosci badanych szeregdw czasowych®. W wigkszosci przypadkow brak jest jasnego dookreslenia
(poza odestaniami do lakonicznych sformutowan Petersa), jak nalezatoby rozumie¢ ideg¢ rynku
fraktalnego. Z tego tez wzgledu autor uznat za konieczne przedstawienie wlasnego postrzegania
istoty teorii rynku fraktalnego.

Kluczowym pojeciem konstytuujacym istote teorii rynku fraktalnego jest pojecie obiektu frak-
talnego, szczegdtowo omowione w poprzednim rozdziale. Fraktale staty si¢ przedmiotem zain-
teresowania ekonomistow ze wzgledu na swoje specyficzne wiasnosci, cechujace jednoczesnie
wykresy finansowych szeregow czasowych. Przedstawiona w poprzednim rozdziale dyskusja nad
definicjg obiektu fraktalnego pozwala stwierdzi¢, ze najistotniejszg chyba wilasno$cig obiektow
tego typu jest samopodobienstwo (samoafiniczno$¢®). Pozostate wskazane cechy fraktali w ba-
daniach ekonomicznych tracg na znaczeniu, nie do konca bowiem (lub wrecz w nikltym zakresie)
znane s3 mechanizmy ich powstawania, co wyklucza mozno$¢ wykorzystania okreslen opieraja-
cych si¢ na analizie ich kreacji. Jakkolwiek wszystkie przywotane uprzednio zarzuty nie tracg na
znaczeniu w przypadku wykorzystania matematyki fraktali w naukach ekonomicznych, to jednak
wydaje sie¢, ze relatywnie w najmniejszym stopniu sg one uprawomocnione w stosunku do wspo-
mnianej cechy samopodobienstwa. Dlatego tez w niniejszym rozdziale przez obiekty fraktalne
autor bedzie rozumial obiekty samopodobne badz samoafiniczne.

Przedmiotem prowadzonych analiz sg szeregi czasowe pochodzace z rynkow finansowych —
najczesciej szeregi czasowe cen lub stop zwrotu. W zwigzku ze specyficznym obiektem badan
rodzi si¢ jednak problem dotyczacy ich natury. W wigkszo$ci przypadkow autorzy pomijaja
niezmiernie istotng kwesti¢ — a mianowicie, ze reprezentacja graficzng finansowych szeregdw
czasowych wlasciwie nie sg krzywe (prostowalne lub nie), lecz zbiory izolowanych punktow.
Jedynie positkowanie si¢ pewnymi arbitralnie przyjetymi (cho¢ nie bezzasadnymi) konwencjami
umozliwia taka transformacje szeregu cen czy stop zwrotu, by ich reprezentacjg graficzng byta
krzywa, przy czym trzeba pamigtaé, ze ,,(...) skoki w przebiegu funkcji beda tem wigksze, im wyz-
szy poziom bogactwa podmiotu jednostkowego lub spoleczenstwa, im bardziej podzielny towar,
im mniej podzielny pieniadz™¢. Z tego tez wzgledu rzeczywisty wymiar topologiczny i wymiar
fraktalny wykresu fluktuacji danej wielkosci w czasie jest rowny zeru. Transformacja polegajaca
na taczeniu kolejnych punktow pojedynczymi odcinkami badz dwoma odcinkami o wspolnym
koncu, réwnolegltymi do osi uktadu wspotrzednych réwniez nie pozwala na wyeliminowanie
wspomnianego problemu. W takim bowiem przypadku otrzymujemy tamana, ktérej wymiar to-
pologiczny i fraktalny wynosi doktadnie 1. Rygorystyczne podej$cie do omawianych uprzednio
definicji skutkowaloby bezuzyteczno$cig analizy fraktalnej na rynkach finansowych. Konieczne
jest zatem poczynienie pewnych dodatkowych zatozen badz zastgpienie dotychczasowych okreslen
stosownymi do przedmiotu badan, lecz nieprowadzgcymi do zmniejszenia uzyteczno$ci metod
matematyki fraktalnej.

8 Dla przyktadu, w jednej z krajowych rozpraw poswigconych omawianej problematyce, kompleksowo ujmujacych

przedmiotowe zagadnienia, autorstwa Niny Siemieniuk, wlasciwie brak jest okreslenia, jak nalezatoby rozumie¢ dys-
kutowane wlasciwosci fraktalne polskiego rynku kapitatowego (N. Siemieniuk: Fraktalne wtasciwosci polskiego rynku
kapitalowego. Wydawnictwo Uniwersytetu w Bialymstoku, Biatystok 2001).

Mimo ze whasciwsze bytoby okreslenie ,,samoafinicznos¢”, ze wzgledu na rozpowszechnienie terminu ,,samopodobien-
stwo” w dalszej czgsci pracy bedzie mowa o ,,samopodobnych procesach stochastycznych”.

8 A. Heydel: Uwagi o nieciggtosci funkcyj w ekonomyji. ,,Ekonomista”, t.11/1934, s. 9-10.
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Pierwszym rozwigzaniem omawianego problemu jest przyjecie, ze analizowane figury ztoZzone
z punktow sg podzbiorami pewnej krzywej, ktorej pozostate punkty pozostaja badaczowi nieznane.
Woéwczas pojecie wymiaru mozna by odnosi¢ do rzeczonej krzywej, co eliminowatoby problemy
zwigzane z dysponowaniem wytacznie wykresami punktowymi. Podejscie to rodzi jednak pewna
watpliwos¢ — dla danego zbioru punktéw istniejg funkcje o rozmaitych wymiarach fraktalnych.
Dopoki nie jesteSmy w stanie obserwowac ich przebiegu dla infinitezymalnych przyrostéw czasu,
nie jesteSmy w stanie rozstrzygna¢, ktora z nich jest wlasciwa. Z tego wzgledu opisywane podej-
Scie, jakkolwiek intuicyjne i pomocne w rozwazaniach dotyczacych ciagtych proceséw stocha-
stycznych, powinno by¢ traktowane z nalezyta ostroznoscia.

Drugim mozliwym podej$ciem jest przyjecie, ze badany zbior nie jest obiektem fraktalnym, to
jednak dla okreslonego zakresu zmiennosci przyrostow zmiennej niezaleznej (czasu) wykazuje on
cechy fraktalne, tak ze mozliwe jest wykorzystanie do jego badania instrumentarium stosowane-
go w odniesieniu do fraktali. Jest ono o tyle wygodne, Ze nie wymusza przyjmowania zalozenia
o istnieniu funkcji omawianej uprzednio, nie prowadzac do zwigzanych z takim postgpowaniem
watpliwosci. W tym podejsciu trzeba jednak pamigtaé, ze poza analizowanym zakresem zmien-
nosci badany obiekt moze nie wykazywac wtasnosci fraktalnych (a nawet na pewno nie wykazuje
ich dla dostatecznie niewielkich przyrostow czasu). Nalezy by¢ swiadomym tego faktu, w szcze-
golnosci gdy wnioski sformutowane w oparciu o szereg czasowy o danym minimalnym i mak-
symalnym interwale czasowym sg uogodlniane dla innych zakreséw zmiennosci. Ten niedostatek
rozwazanego podej$cia wystepuje jednak takze w sytuacji omawianej uprzednio, a istniejace 16z-
nice skutkuja jedynie odmienng interpretacjg. O ile poprzednio zaktadamy, Ze nasze szacunki sg
niepewne ze wzgledu na niewiedze¢ co do ksztattowania si¢ zmiennej, o tyle obecnie przyjmujemy,
ze zachowanie to jest znane, lecz odmienne od pozadanego. Pierwsze podejscie tatwiej wykorzy-
sta¢ w rozumowaniach, za$ drugie jest blizsze rzeczywistosci. W zaleznosci od ich uzytecznosci
w niniejszej monografii wykorzystywane sg obydwa.

2.1.3. Samopodobienstwo jako kluczowe pojecie okreslajace teorig rynku
fraktalnego

Ze wzgledu na znaczenie poj¢cia samopodobienstwa w dalszych rozwazaniach niezbgdne jest
skonkretyzowanie, jak nalezy je rozumie¢ w odniesieniu do proceséw stochastycznych i ich tra-
jektorii. Otz o procesie stochastycznym X (t), t > 0 mowimy, ze jest on samopodobny (ss — self-
-similar), jezeli istnieja takie dodatnie liczby rzeczywiste a_, ze dla dowolnego r >0 zachodzi®”:

d
X(t)=a,X(rt), t=0,
d
przy czym symbol = oznacza réwno$¢ wszystkich skonczenie-wymiarowych rozktadéow prawdo-
podobienstwa. Powyzsza tozsamos¢ implikuje, ze:

X (t)=r "X (1t), t20.

Z tego tez wzgledu proces taki okresla si¢ jako H-ss.

Powyzsza wlasnos¢ jest jednak relatywnie restrykcyjna, wobec czego rozwaza si¢ takze pro-
cesy o samopodobnych przyrostach (self-similar increments — H-ssi), tj. takie ze istnieje pewne
rzeczywiste H, ze dla dowolnego r > 0:

87 Za: D. Veneziano: Basic Properties and Characterization of Stochastically Self-Similar Processes in R, , Fractals”,
Vol. 7, No. 1/1999, s. 60.
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X(tz)—X(tl)ir'H [X(rt,)-X(rt,)], t, 20,t, 20.

Warunek ten jest o tyle stabszy od poprzedniego, ze kazdy proces typu H-ss jest takze procesem
typu H-ssi, lecz odwrotna zalezno$¢ nie musi zachodzic.

Ponadto analizuje si¢ takze procesy typu H-ss oraz H-ssi cechujace si¢ stacjonarnos$cia przy-
rostow (si — stationary increments), tj. procesy typu H-ss-si oraz H-ssi-si, spelniajace dodatkowo
warunek:

d

X(ty+71)=X(t,)=r"[ X(t, +11)=X(t,)], t, 20

dla dowolnego r >0 oraz t. Jezeli powyzsza zalezno$¢ jest spetniona jedynie dla nieskonczenie
matych 1, wowczas Veneziano zaproponowat, by procesy takie nazywac lokalnie samopodobnymi
(Issi — local self-similar increments). Rysunek ilustrujacy powyzsze idee przedstawiono ponize;j®®.

(@) (b)

X(t)

Rys. 22. Przyktadowe procesy
typu H-ss (a), H-ssi (b) oraz
H-ss-si lub H-ssi-si (c)

Zrédto: D. Veneziano: Basic
Properties and Characterization
of Stochastically Self-Similar
Processes in R, | Fractals”, Vol. 7,
No. 1/1999, s. 61.

Mimo Ze procesy cechujace si¢ okreslonym rodzajem samopodobienstwa sg intensywniej wyko-
rzystywane do modelowania cen czy stop zwrotu od czasu publikacji prac Mandelbrota po§wigco-
nych tej tematyce, to ekonomiczne uzasadnienie dla koncepcji rynku fraktalnego sformutowat na
poczatku ostatniej dekady XX wieku Peters. Za prekursora idei rynku fraktalnego nalezy jednak
uzna¢ ekonomist¢ amerykanskiego Ralpha Elliotta. Elliott na przetomie lat dwudziestych i trzy-
dziestych ubiegtego stulecia na podstawie wnikliwych obserwacji wahan na gietdzie nowojorskiej

8 Naturalnym uogdélnieniem opisywanych proceséw sg procesy stochastycznie samopodobne (sss — stochastic self-si-

d i
milar) spelniajace warunek X(t)=Ar -X(rt) , t20 gdzie A, jest nieujemng zmienng losowa, a - oznacza iloczyn

niezaleznych zmiennych losowych (zob. ibidem, s. 62—63).
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zbudowat teorie fal (wave principle) stuzaca do przewidywania cen akcji. W jego mniemaniu
wszelka dziatalno$¢ ludzka (w tym handel gietdowy) ,,(...) podporzadkowana jest prawu, ktore
sprawia ze wszelkie dziatania powtarzajg si¢ w podobnych, stale powracajacych uktadach o okres-
lonej liczbie i przebiegu fal lub impulséw”®. Takich fal Elliott dopatruje si¢ w istniejgcych bu-
dowlach (piramida w Gizie), botanice (stoneczniki) i na rynku kapitatowym. W swoich analizach
postuguje si¢ opracowang przezen teorig fal z wykorzystaniem ciggu Fibonacciego implikujacego
rozwoj spiralny®. Stwierdzit on, ze ,,Ludzkie emocje (...) cechujg si¢ rytmiczno$cia”, a w szcze-
gdlnosci ,, Trendy dotyczace cen obligacji, akcji i towarow sg gtownym przedmiotem analiz i pre-
zentacji ruchu falowego™!. W opinii twércy teorii ,,Kompletny ruch sktada si¢ z pieciu fal”, przy
czym stwierdzenie to, mimo ze ma charakter postulatywny, jest efektem analiz empirycznych,
w zwiazku z czym Elliott przyjmuje je jako pewna ,,wlasnos¢ natury” niewymagajaca dalszego
uzasadniania. Wérod pigciu fal trzy maja ten sam kierunek co fala gtdwna (tj. fale pierwsza, trzecia
i pigta), zas druga i czwarta — przeciwny. Do kluczowych dla jego teorii twierdzen (a jednoczes$nie
najbardziej interesujacych z punktu widzenia teorii rynku fraktalnego) nalezy regula gloszaca, ze
kazda fala kierunkowo zgodna z falg gtowng sktada si¢ z pigciu fal mniejszych, za$ fale korekty
(tj. o kierunku niezgodnym z falg gtdwng) sktadaja si¢ z trzech mniejszych fal. Zasada ta ma zasto-
sowanie wlasciwie ad infinitum. Elliott wyrdznia bowiem az dziewig¢ rodzajow fal ze wzgledu na
czas ich trwania. Nalezg do nich fale: subminutkowe, minutkowe, minutowe, mniejsze, posrednie
(trwajace od kilku tygodni do kilku miesigcy), pierwotne (trwajace od kilku miesigey do kilku lat),
cyklu (trwajace od roku do kilku lat), supercyklu (trwajace od kilku lat do kilku dziesi¢cioleci)
i wielkiego supercyklu (trwajgce od kilku dziesigtek lat)’>. Tym niemniej wszystkie one ulegaja
dekompozycji na fale nizszego rzedu zgodnie ze wspomniang uprzednio reguta.

Trudno w tym momencie nie zauwazy¢ analogii pomiedzy okresleniami Elliotta a omawianymi
w poprzednim rozdziale cechami obiektow fraktalnych. W tym przypadku mamy do czynienia
zardwno z relatywnie prosta (by¢ moze nawet nadmiernie), rekurencyjng reguta opisujaca me-
chanizm powstawania fal, jak i kluczowa cechg obiektow fraktalnych — samopodobienstwem.
Ujecie Elliotta, cho¢ ograniczone do pewnego szczegdlnego przypadku zdeterminowanego podang
przezen zasada tworzenia fal, jest de facto calkowicie zbiezne z p6zniejszymi, formalnymi okre-
$leniami teorii rynku fraktalnego. (Zob. rys. 23, s. 45).

Mimo ze teoria Elliota wydaje si¢ by¢ (i w rzeczywistosci jest) niezbyt skomplikowana, to
jednak nalezy ja uznac za istotny krok ku koncepcji modelowania fraktalnego. W ocenie autora
(a wbrew opiniom wspoétczesnych apologetow tworcy teorii fal) istotng warto$cig w tej koncepcji
jest wlasnie zwrocenie uwagi na procesy samopodobne (o samopodobnych przyrostach), a nie jej
rzekoma skuteczno$¢ w prognozowaniu cen akcji: ,,Koncepcja Elliotta zawiera szereg dodatko-
wych, szczegdtowych uwarunkowan (...). Takie dodatkowe zatozenia, tacznie z obszernym zbio-
rem wyjatkow od ogdlnej teorii, znacznie utrudniajg stosowanie tej analizy w praktyce i jedno-
czes$nie uniemozliwiajg jakakolwiek jej falsyfikacj¢™. Na to, ze nie mozna jednak dziet jej tworcy

8 R. Elliott: Nature’s Law. The Secret of the Universe. [In:] R. Prechter (ed.): The Major Works of R.N. Elliott. New
Classics Library, Gainesville 1987, s. 153.

J. Juzwiszyn: Ekonometryczna istota fal Elliotta. [W:] T. Trzaskalik (red.): Modelowanie preferencji a ryzyko *99.
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego w Katowicach, Katowice 1999, s. 144-147.

' R. Elliott: The Wave Principle. [In:] R. Prechter (ed.): Op. cit., s. 44.

92 A. Mastalerz-Kodzis: Teoria fal Elliotta a teoria fraktali — podobienstwa i réznice w podejsciu do modelowania szere-
gow oraz opisu zachowan inwestora. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Kato-
wicach”, nr 132/2013, s. 46.

P. Zielonka: O przewidywaniu cen akcji. ,,Materiaty i Studia”, nr 105/2000, s. 25-26. Warto zauwazy¢, ze w pozniej-
szych edycjach dziet Elliotta Prechter zamiescit uwagi korygujace nietrathe przewidywania autora, przypisujac je
jednak m.in. specyficznym warunkom ekonomicznym, w ktorych Elliott tworzyt teorie fal.
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traktowac za przetomowe, decydujacy wpltyw wywiera fakt, Zze pozostaje ona teorig opisowa
i w znacznej mierze opiera si¢ na subiektywnych odczuciach, a nie obicktywnych miarach: ,,Pra-
ca Elliotta nie spetlnia wymagan obiektywnosci i powtarzalnosci: w jego wlasnym ujeciu «znacz-
ne doswiadczenie jest niezbedne do [jej] wlasciwej interpretacji» oraz «zadna interpretacja nie
ma umocowania, jezeli nie jest przedstawiona przez [niego lub osoby przezen wskazane]»”*.
7 tego tez wzgledu, wbrew zdaniu Roberta Prechtera’ (mimo stusznosci niektorych zarzutow®),

Rys. 23. Samopodobienstwo fal
Elliotta

Zrodto: R. Elliott: Nature’s Law.

The Secret of the Universe. [In:]

R. Prechter (ed.): The Major Works
of R.N. Elliott. New Classics Library,
Gainesville 1987, s. 168-169.

% B. Mandelbrot: Sources of inspiration and historical background. [In:] B. Mandelbrot: Fractals and Scaling in Finance.
Discontinuity, Concentration, Risk. Springer, New York et al. 1997, s. 115. Antoni Smoluk okresla z kolei teori¢ fal
jako ,,wiedz¢ empiryczng o podtozu intuicyjnym” (A. Smoluk: Gietda, fale Elliotta, stozki i walce. [W:] Dynamiczne
modele ekonometryczne: materialy na VIII Ogolnopolskie Seminarium Naukowe, 9-11 wrze$nia 2003. Towarzystwo
Naukowe Organizacji i Kierownictwa ,,Dom Organizatora”, Torun 2003, s. 47).

Zob. Mandelbrot’s Reply and Prechter’s Response. http://www.elliottwave.com/education/SciAmerican/ mandelbrot-
-reply.aspx.

P. Harris: Was Benoit Mandelbrot Plagiarizing Ralph Elliott’s Wave Principle? http://www.math.utah. edu/vigre/reu/
reports/harris_fall2005.pdf.

95

96

2.1. Teoria rynku fraktalnego — istota i znaczenie dla pomiaru ryzyka inwestycji finansowych | 45



za rzeczywistego inicjatora wykorzystania matematyki fraktalnej w ocenie ryzykownos$ci inwesty-
cji autor uznaje Benoit Mandelbrota.

Koncepcje Mandelbrota, w przeciwienstwie do teorii Elliotta, cechowaty si¢ precyzyjnym
ujeciem formalnym. Swdj pierwszy model fraktalny opisujacy zachowanie cen instrumentéw na
rynku finansowym skonstruowat on na poczatku lat szesédziesiatych ubiegtego wieku, wykorzy-
stujac rozktady a-stabilne. Ze wzgledu na stabosci zatozenia o niezaleznosci stop zwrotu w ko-
lejnych okresach postuzy? si¢ on nastgpnie utamkowym ruchem Browna, budujac model fraktal-
ny, w ktorym stopy zwrotu miaty wprawdzie rozktad gaussowski, lecz cechowatly si¢ ponadto
wystegpowaniem efektu dhugiej pamigci. Kolejnym uogolnieniem byto dopuszczenie przypadku,
w ktorym nie tylko ceny instrumentéw maja charakter stochastyczny, lecz takze czas. Mandelbrot
przedstawit konstrukt, w mysl ktorego czas na rynku finansowym plynie odmiennie niz linio-
wo. Ztozenie fraktalnego uptywu czasu handlowego oraz fraktalnych zmian cen czy stop zwro-
tu zaowocowato powstaniem najpetniejszego, lecz jednoczesnie najbardziej skomplikowanego
(1 jednoczesnie trudniej falsyfikowalnego) modelu multifraktalnego. Wspomniane modele zostang
omoéwione w dalszej czesci rozdziatu, jednak obecnie kluczowe jest podkreslenie fundamental-
nej cechy wigzacej wszystkie te konstrukcje teoretyczne — tj. samopodobienstwa analizowanych
funkcji losowych. Autor podziela bowiem opini¢, ze ,,Podejécie fraktalne w finansach i ekonomii
wynika z dwoch aspektow. Jednym jest gleboka wiara w istotno$¢ niezmienniczo$ci i mozliwos¢
wykrycia stacjonarno$ci i skalowania jako niezmiennych zasad ekonomii’’. Dlatego tez w ni-
niejszej pracy przez teori¢ rynku fraktalnego autor rozumie teori¢, ktora zaktada, ze ceny i stopy
zwrotu z instrumentéw finansowych sa opisane co najmniej lokalnie samopodobnymi pro-
cesami stochastycznymi®s,

Zaleta przedstawionego ujecia (a jednoczesnie jego wada) jest fakt, ze w tym podejsciu teoria
rynku fraktalnego jest koncepcja relatywnie pojemng. Z jednej strony umozliwia to stosunkowo
swobodne modyfikowanie modeli opisujacych fluktuacje na rynkach finansowych oraz odejscie
od sfalsyfikowanego w klasycznej postaci modelu Samuelsona-Osborne’a (jednak nie wykluczajac
go, zawiera si¢ on bowiem w teorii rynku fraktalnego). Z drugiej jednak strony tres¢ empiryczna
niesiona przez tak sformulowang teori¢ jest ubozsza niz w przypadku wspomnianego modelu, a jej
obalenie — trudniejsze. Autor nie traktuje jednak tego mankamentu jako istotnego regresu w stosun-
ku do koncepcji omawianych uprzednio. Wydaje si¢ bowiem, ze teoria rynku fraktalnego pozwala
zakres$li¢ pewne granice teoretyczne, w ktérych powinny miesécic si¢ poszczegodlne, skonkrety-
zowane modele. W tym znaczeniu pretenduje ona do roli nowego paradygmatu w zakresie opisu
rynkéw finansowych, co pozwala na stwierdzenie, ze przedstawiony zarzut traci na znaczeniu.

2.1.4. Ekonomiczna istota teorii rynku fraktalnego

Ze wzgledu na fakt, ze teoria rynku fraktalnego jest teorig zmatematyzowang, bardzo rzadko jest
ona rozpatrywana w ujeciu stricte ekonomicznym. Z tego tez wzgledu przed prezentacja jej ilos-
ciowego ujecia zarysowane zostang aspekty ekonomiczne. Koncepcje szczegdtowe objasniajace
fluktuacje cen instrumentéw finansowych zostang przedstawione w cze¢$ci dalszej, po prezentacji
drugiego kluczowego aspektu teorii rynku fraktalnego, polegajacego na przyjeciu, ze ,,(...) teoria
prawdopodobienstwa jest bardziej uniwersalna niz zazwyczaj si¢ sadzi” oraz ,,(...) stawieniu czota
wielu odmiennym «stanom losowosci»”®.

7 B. Mandelbrot: Three Fractal Models in Finance: Discontinuity, Concentration, Risk. ,,Economic Notes”, Vol. 26,
No. 2/1997, s. 188.

% Uwzgledniajac oczywiscie uprzednie zastrzezenia co do specyfiki szeregdw cen i stop zwrotu.

% B. Mandelbrot: Three..., op. cit., s. 188.
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Interpretacje ekonomiczng teorii rynku fraktalnego nadat Edgar Peters'®. Obserwujac prze-
bieg dotychczasowych zawirowan na rynkach finansowych, stwierdzit on, ze wszelkie gwaltowne
zmiany cen sg powigzane z zaburzeniami ptynnosci'®!. Z tego tez wzgledu pltynnos$¢ uczynit on
glownym czynnikiem oddzialujacym na sposob zachowania uczestnikow rynku, a zatem takze
na fluktuacje cen. Ponadto istotnym aspektem jego rozwazan jest dlugo$é¢ horyzontu inwesty-
cyjnego poszczegolnych inwestorow. W ujeciu Petersa uczestnicy rynku sg grupa heterogeniczng
i r6znig si¢ dtugoscig przewidywanego okresu utrzymywania otwartych pozycji. Stan ten jest
wynikiem przede wszystkim odmiennych celow, jak i warunkow, w jakich znajduja si¢ poszcze-
g6lni inwestorzy. Z tego tez wzgledu nowo naptywajace informacje sg przez nich postrzegane
w odmienny sposob (co wlasciwie jest nicodzownym warunkiem zachodzenia wymiany na rynku
papierow wartosciowych). W przeciwnym wypadku handel bytby utrudniony, bowiem wszy-
scy uczestnicy rynku probowaliby zawrze¢ jednokierunkowe transakcje na tych samych warun-
kach!%. Peters przyjal, ze inwestorzy warto$ciuja pozyskiwane informacje zgodnie z dlugos$cia
wlasnego horyzontu inwestycyjnego. Zmiany cen beda odmienne w skutkach dla uczestnikow
o roznych horyzontach — kréotkoterminowi spekulanci bedg na gwattowne fluktuacje reagowaé
w znacznie wigkszym stopniu (sa one bowiem dla nich zdecydowanie wigkszym zagrozeniem)
niz np. fundusze emerytalne, ktérych zobowigzania majg charakter dtugoterminowy, a krotkoter-
minowe wahania kurséw praktycznie nie zagrazajg ich pozycji finansowej. Co wigcej, nie tylko
skala zaangazowania w odpowiedzi na takie ruchy cen bgdzie odmienna — najprawdopodobniej
przeciwny bedzie takze kierunek podejmowanych dziatan. Krotkoterminowe istotne odchylenia
in minus od ceny sprawiedliwej beda najprawdopodobniej sktaniaé¢ spekulantow do wyprzedazy
walorow w obawie przed nadmiernymi stratami, ktore wobec krotkiego horyzontu inwestycyjne-
go mogg skutkowac ich eliminacja z uczestnictwa w transakcjach na rynku kapitalowym. Z kolei
jest wysoce prawdopodobne, ze podmioty inwestujace dtugoterminowo uznajg takie odchylenia
za okazje do osiagniecia ponadnormalnej stopy zwrotu, co sktoni je do wzmozonych zakupow
waloréw. Wynika to takze z faktu, ze inwestorzy krotkoterminowi relatywnie czgsciej kieruja
si¢ wskazaniami analizy technicznej, za§ inwestorzy dtugoterminowi — analizy fundamentalnej
i portfelowej, ktore w takich sytuacjach moga sktania¢ do podejmowania krancowo odmiennych
decyzji inwestycyjnych!®,

Opisany mechanizm bedzie prowadzit do tagodzenia szokowych zmian cen. Trzeba zatem
podkresli¢, ze to wilasnie istnienie inwestoréw o zroznicowanych horyzontach inwestycyj-
nych sprawia, ze rynek finansowy jest stabilny, a kupujacy jest w stanie znalez¢ sprzedajacego

100 E Peters: Fractal Market Analysis. John Wiley & Sons, New York et al. 1994, s. 42-50.

101" Zob. C. Kindleberger: Szalenstwo, panika, krach. Historia kryzyséw finansowych. WIG-Press, Warszawa 1999, s. 27
oraz C. Mackay: Niezwykle ztudzenia i szalenstwa tlumow. WIG-Press, Warszawa 1999. Ptynnos¢ odgrywa réwniez
kluczowa rolg w hipotezie niestabilnosci finansowej Hymana Minsky’ego (H. Minsky: The Financial Instability Hy-
pothesis: A Clarification. http://digitalcommons.bard.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1144&context=hm_archive).
Zauwazyl to juz Jules Regnault (J. Regnault: Calcul des Chances et Philosophie de la Bourse. Mallet-Bachelier & Castel,
Paris 1863), sadzac jednak, ze handel bytby wowczas niemozliwy. Nie odpowiada to do konca rzeczywistosci, jednak
impulsy do zawierania transakcji musiatyby by¢ wowczas niezwigzane z informacjami mogacymi mie¢ wptyw na
ceny walorow, lecz z sytuacja, w jakiej aktualnie znajdowatby si¢ inwestor (w postaci np. nadmiaru wolnych $rodkow
pieni¢znych). Z tego wzgledu autor preferuje raczej okreslenie ,,utrudniony”, cho¢ skala takiego utrudnienia bytaby
zapewne znaczna.

Podobne podejscie zaprezentowat Maurice Larrain, konstruujac model K-Z oraz wyrdzniajac odwzorowanie oddaja-
ce wplyw czynnikow krotkoterminowych i odwzorowanie Z reprezentujace czynniki dtugoterminowe (M. Larrain:
Testing Chaos and Nonlinearities in T-Bill Rates. ,,Financial Analysts Journal”, Vol. 47, No. 5 September-October 1991,
s. 54-55, 60-62). Cztery stany rynku wyrdznit z kolei Tonis Vaga (rynek chaotyczny, koherentny, niestabilny i btadzenia
losowego), jednak jego relatywnie skomplikowane podejscie nie spotkato si¢ z powszechna akceptacja (T. Vaga: The
Coherent Market Hypothesis. ,,Financial Analysts Journal”, Vol. 46, No. 6 November-December 1990).
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instrumenty i odwrotnie. Dopdty zatem, dopoki wystepuja na rynku podmioty gotowe dostarczaé
plynnos¢, na rynku nie powinny wystepowac zdarzenia istotnie odbiegajace od $redniej. Jednak
nadejs$cie informacji podwazajacej dotychczasowe zapatrywania dlugoterminowe moze sprawic,
ze inwestorzy o takim horyzoncie inwestycyjnym zaprzestang dokonywania transakcji lub ich
horyzont ulegnie znacznemu skroceniu. Wowczas, zdaniem Petersa, dochodzi do zatamania, przy
czym spadki nie wynikaja z przewidywanej malejacej warto$ci wewngtrznej w okresie dlugim, lecz
z gwaltownego wzrostu niepewnosci'™. Poniewaz praktycznie wszyscy uczestnicy rynku doko-
nuja wtedy transakcji w oparciu o przewidywania krétkoterminowe, nawet relatywnie niewielkie
wahania cen moga doprowadzi¢ do kumulacji zlecen jednego rodzaju i znaczacych zmian kursow.

Rynek zatem zachowuje stabilno$¢ dopoty, dopoki poziom ryzyka ponoszonego przez inwesto-
réw (z uwzglednieniem korekty wynikajacej z odmiennej dlugosci horyzontow inwestycyjnych)
pozostaje zblizony. Dlatego tez mozna spodziewac si¢, ze rozktad stop zwrotu bedzie tego samego
typu, niezaleznie od dtugosci rozwazanego horyzontu inwestycyjnego. Beda wystepowaty takze
relatywnie krotkie okresy niestabilnosci, ktore jednak wywieraja decydujacy wptyw na wyniki
uzyskiwane przez inwestorow'®. Ich przebieg bedzie zblizony do siebie. Wspomniane czynniki
sktonity Petersa do stwierdzenia, ze rynek finansowy bedzie cechowat si¢ wystgpowaniem samo-
podobnych struktur, a zatem bedzie miat charakter fraktalny. Dlatego tez zaproponowat, by te kon-
cepcje okresli¢ mianem teorii rynku fraktalnego (Fractal Market Hypothesis). Podsumowujac,
mozna stwierdzi¢, ze opiera si¢ ona na nastepujacych stwierdzeniach!'%:

e Na rynku znajduje si¢ wielu uczestnikow o zréznicowanych horyzontach inwestycyjnych.

¢ Dla odmiennych horyzontéw inwestycyjnych ta sama informacja ma rézny wplyw.

¢ Dla stabilno$ci rynku kluczowe znaczenie ma pltynnosé.

¢ Na ceny oddzialujq krotkoterminowe czynniki techniczne i dlugoterminowe czynniki fun-
damentalne.

¢ WielkoSci niepowiazane z cyklem gospodarczym nie beda wykazywaly dlugoterminowych
trendow.

Jako ze w koncepcji Petersa informacja jest warto$ciowana zgodnie z dtugoscig horyzontu
inwestycyjnego uczestnikow rynku finansowego, powstaje pytanie, czy owa koncepcja jest spojna
z dominujacg w nauce finansow teorig rynkéw efektywnych. W relatywnie najmniej restrykeyj-
nym ujeciu jej zasadnicza hipoteza brzmi: ,,(...) najpetniejsza definicja efektywnos$ci informa-
cyjnej jest dazenie przez rynek akcji do niezwlocznego, poprawnego i pelnego uwzgledniania
wszystkich istotnych informacji w procesie ksztattowania cen walorow”'”’, co mozna zapisaé
formalnie np. jako'*:

104 Peters wskazuje na drastycznie podwyzszony poziom zmiennosci krétkoterminowej. Autor sadzi jednak, ze wtasciw-
szym okresleniem jest niepewno$¢. Zmienno$¢ przyjeto si¢ wiaza¢ z pojgciem ryzyka, a nie niepewnoscia. Wzrost
zmiennosci, nawet znaczny, nie uniemozliwiatby dokonania oceny scenariuszy rozwoju sytuacji na rynku, a co za tym
idzie, nie prowadzitby do skrocenia horyzontu inwestycyjnego inwestorow dtugoterminowych, cho¢ mégtby skutkowaé
spadkiem cen, np. wskutek wzrostu wymaganych stop zwrotu. Opisywana sytuacja jest jednak krancowo odmienna —
naptywajace informacje tak dalece zmieniaja postrzeganie czynnikow fundamentalnych, ze wszelkie prognozowanie
dlugoterminowe staje si¢ praktycznie niemozliwe, a dopiero to prowadzi do rezygnacji z podejmowania transakcji
badz skrocenia horyzontu inwestycyjnego podmiotow zaangazowanych dtugoterminowo. Jednak wspomniany stan
nalezatoby raczej scharakteryzowac jako cechujacy si¢ zwigkszona niepewnoscia — a nie ryzykiem.

105 B, Mandelbrot, R. Hudson: The (mis)Behaviour of Markets. Profile Books, London 2008, s. 233-235.

106" A. Weron, R. Weron: Fractal market hypothesis and two-power laws. ,,Chaos, Solitons and Fractals”, No. 11/2000,
s. 291.

107°S. Buczek: Efektywno$¢ informacyjna rynkow akeji. Teoria a rzeczywisto$é. SGH, Warszawa 2005, s. 14.

108 7a: R. Buta: Efektywno$¢ informacyjna a zachowanie cen akcji tworzacych indeks W1G20. ,,Studia Ekonomiczne.
Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach”, nr 177/2014, s. 153-157.
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W sytuacji, gdy na rynku aktywni sg inwestorzy o szerokim spektrum horyzontéw inwestycyj-
nych, ceny powinny odzwierciedla¢ naptywajace informacje (lub co najmniej rynek winien dazy¢
do takiego stanu), ewentualne zachowania stadne sa bowiem mato prawdopodobne — wtasnie ze
wzgledu na opisywang heterogenicznos$¢ zbiorowos$ci uczestnikow rynku. Jezeli rynek jest sta-
bilny — hipoteza efektywnosci informacyjnej najpewniej bedzie prawdziwa. W sytuacjach, gdy
rynek traci owg stabilno$¢, a inwestorzy aktywnie dzialajacy upodabniajg si¢ do siebie, prawdo-
podobienstwo, ze ceny nie beda poprawnie odzwierciedlaty nowych informacji, jest zdecydowanie
wigksze — co jest skutkiem potencjalnego ,,owczego pedu”. W konsekwencji wydaje si¢ zatem,
ze hipoteza rynku fraktalnego nie prowadzi do zupetnego odrzucenia teorii rynkéw efektywnych.
Wskazuje ona jednak, ze w chwilach destabilizacji rynek najpewniej efektywny nie bedzie.
Odmienny model uzasadniajacy istnienie struktur fraktalnych na rynku kapitatowym przedsta-
wili Fred Kaen oraz Robert Rosenman w oparciu o rozwazania Ronalda Heinera'”. Ogolny
model stworzony przez Heinera wykorzystywat pojecie luki pomiedzy kompetencjami a trud-
noscia w podjeciu poprawnej decyzji (C-D gap). W tym ujeciu niepewno$¢ u (p, e) jest zde-
terminowana czynnikami zewnetrznymi (e) wptywajacymi na ztozono$¢ problemu decyzyjnego
oraz zdolno$ciami poznawczymi podmiotu (p). Na czynniki zewnetrzne oddzialywaja z kolei na-
plywajace informacje (n), tak ze mozna zapisac¢'’, iz e (n). W omawianym modelu dany podmiot
decyduje o podjeciu pewnego dzialania (np. dalszego przetrzymywania lub zakupu dodatkowych

109 Za: R. Heiner: The Origin of Predictable Behavior. ,,The American Economic Review”, Vol. 73, No. 4 September 1983;
R. Heiner: Predictable Behavior: Reply. ,,The American Economic Review”, Vol. 74, No. 3 June 1985; R. Heiner: Origin
of Predictable Behavior: Further Modeling and Applications. ,,The American Economic Review”, Vol. 75, No. 2 May
1985; R. Bookstaber, J. Langsam: Predictable Behavior: Comment. ,,The American Economic Review”, Vol. 75, No. 3
June 1985; R. Garrison: Predictable Behavior: Comment. ,,The American Economic Review”, Vol. 75, No. 3 June 1985.
Kaen i Rosenman zaktadaja, ze nowe informacje powoduja zmniejszenie ztozonosci warunkow, w ktorych podejmowa-
na jest decyzja (e’ < 0). Zdaniem autora podejscie to nie jest stuszne, moga one bowiem skutkowac takze jego zwigk-
szeniem — np. poprzez sfalsyfikowanie pewnej hipotezy wobec braku innej thumaczacej analizowane zaleznosci (zob.
F. Kaen, R. Rosenman: Predictable Behavior in Financial Markets: Some Evidence in Support of Heiner’s Hypothesis.
,,The American Economic Review”, Vol. 76, No. 1 March 1986, s. 213).

110

2.1. Teoria rynku fraktalnego — istota i znaczenie dla pomiaru ryzyka inwestycji finansowych | 49



akcji), przy czym w danym stanie $wiata prawdopodobienstwo, ze warunki beda sprzyjajace dla
tego dziatania wynosi n(e). Z kolei warunkowe prawdopodobienstwo, ze w rzeczywistosci po-
dejmie on owo dzialanie w sprzyjajacej sytuacji uwarunkowane jest poziomem niepewnosci i dane
jako r(u). Warunkowe prawdopodobienstwo, ze wspomniane dziatanie zostanie podjgte w wa-
runkach niesprzyjajacych wynosi w(u) (przy czym 1'(u)<0 oraz w'(u)>0). Zysk osiggany
w sytuacji pierwszej to g(e), za$ strata w stanie drugim — 1(e). Przecigtny wynik, jaki osiggnie

inwestor, wynosi zatem:
g(e)r(u)m(e)-1(e)w(u)[1-n(e)].

W opisanych okolicznosciach powinien on decydowac si¢ na podjecie decyzji dopoki spetniony

jest tzw. warunek wiarygodno$ci sformutowany przez Heinera''':

g(e)r(u)n(e)—l(e)w(u)[l—n(e)] >0,

r(u) I(e) 1-m(e)
> . .
w(u) ele) m(e)
r(u
Stosunek R (p, e) = ( ( )) jest nazywany wspolczynnikiem wiarygodnosci i wyraza on stosu-
w(u
nek prawdopodobienstw podjgcia dziatania w warunkach sprzyjajacych i niesprzyjajacych. Z kolei
I(e) 1-m(e)
g(e) (e
wiarygodnosci przekracza limit tolerancji, dopdty dla inwestora korzystne jest rozwazanie podjecia
dziatania.

W odniesieniu do rynkéw finansowych limit tolerancji mozna traktowa¢ jako wyréznik, czy
cena danego instrumentu jest odpowiednia w stosunku do ponoszonego ryzyka. Jezeli bowiem
uznaé, ze m(e) jest prawdopodobienstwem, iz instrument przynosi zysk netto, a 1—-m(e) — strate
netto, to oczekiwany wynik wyniesie:

g(e)n(e)=1(e)[1-m(e)]

Wtedy instrument bedzie dobrze wyceniony, gdy:

2(e)n(e)-1(e)[1-n(e)] =0,

tj. gdy:

relacja T(e)= bywa okre$lana mianem limitu tolerancji. Dopoki wspotczynnik

tj. gdy:
T(e)=1,
niedowarto$ciowany, gdy:
T(e) (0,1),
za$ przewarto$ciowany gdy:
T(e)>1

Nastepnie zaktadamy, ze w pewnym momencie instrument jest niedowarto§ciowany, a proble-
matyczng decyzja jest decyzja o jego dalszym utrzymywaniu w portfelu lub zakupie (analogicz-
ne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla przypadku, gdy jest on przewarto$ciowany a decyzja
dotyczy sprzedazy). Przyjmujemy, ze naptywajace informacje sa publicznie znane, natychmiast
docieraja do wszystkich uczestnikow rynku i1 konkretyzuja wiedzg¢ inwestoréw odnosnie do przy-
sztego rozktadu stop zwrotu, tak ze e (n) jest malejaca funkcja n. Szeregujemy N inwestorow

1 R Heiner: The Origin..., op. cit., s. 566.
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wedlug malejacych zdolno$ci poznawczych p, > p, >...>py, coimplikuje, ze u, <u, <...<u.
Ze wzgledu na fakt, ze r'(u) < 0 oraz w'(u) > 0 mamy R(p,,e¢)>R(p,,¢)>...>R(py.¢).Moze

teraz zachodzi¢ jedna z relacji''*:

D T(e)> R (p-€) > R(p,1€) > > R (pyec)
b) R(pl’e) Ze> R(pk’e) > T(e)>R(pk+l’e)>"'>R(pN’e) > ke {1723"'5N_1} 5

¢) R(p;.e)>R(p,.¢)>...>R(py.e)>T(e).

W pierwszym przypadku zaden z inwestoréw nie bedzie sklonny utrzymywac ani nabywac
analizowanego instrumentu, a zatem nie nastgpi proces dostosowania cen. Dopiero naplywaja-
ce nowe informacje potwierdzajace fakt niedowarto$ciowania instrumentu sprawia, ze wzrosng
wspotczynniki wiarygodnosci i relacja druga bedzie spelniona. W przypadku trzecim wszyscy in-
westorzy wyrazg cheé dalszego utrzymywania lub zakupu instrumentu, co sprawi, ze jego cena
wzroénie, a tym samym wzrosnie 1(e) przy zmniejszeniu si¢ g(e) oraz spadku n(e), co do-
prowadzi do wzrostu T(e) i wowczas albo instrument stanie si¢ dobrze wyceniony, albo praw-
dziwa bedzie relacja druga. Przypadek pierwszy i trzeci prowadza zatem do sytuacji, w ktorej
R(p,.¢)>..>R(p..e)>T(e)>R(p..¢)>...>R(py.¢), ke{l,2,..,N-1}. W pewnym mo-
mencie naplyw informacji potwierdzajacych fakt niedowartosciowania instrumentu sprawi, ze liczba
inwestorow pragnacych naby¢ go bedzie na tyle duza, ze spowoduje to wzrost cen i zwigkszenie limi-
tu tolerancji. Jednoczesnie dopoki instrument bedzie niedowartoSciowany, beda najprawdopodobnie;j
pojawiac si¢ dalsze informacje utwierdzajace inwestoroéw w tym przekonaniu, co sprawi, ze zwigk-
szaé si¢ beda zardwno wspolczynniki wiarygodnosci, jak i liczba inwestorow, dla ktorych wspot-
czynnik wiarygodnosci przekracza limit tolerancji. Poczatkowo wzrost ceny oraz limitu tolerancji be-
dzie relatywnie niewielki (ze wzgledu na nieliczng grupg inwestorow, dla ktorych R (p,e) > T(e)),
a szybszy bedzie przyrost wspotczynnikow wiarygodnosei i w efekcie liczby inwestorow, dla ktorych
przekraczajg one T(e). W rezultacie coraz wigksza liczba generujacych dodatkowy popyt bedzie
zgtaszata che¢ kupna, co spowoduje przyspieszenie wzrostu ceny i limitu tolerancji. Poniewaz T (e)
bedzie zblizaé si¢ do jednosci, naptyw informacji §wiadczacych o niedowarto§ciowaniu instrumentu
bedzie stabt. Uktad bedzie stopniowo zblizat si¢ do stanu rownowagi wyznaczonego przez T (e) =1.
Proces dostosowania ceny nie bedzie jednak natychmiastowy, lecz powolny i roztozony w czasie.
W sytuacji, gdy inwestorzy dysponuja doskonatymi zdolnoSciami poznawczymi (tj. r(u) =1,
W (u) =0), wspotczynnik wiarygodnosci dazy do nieskonczonosci, a dostosowanie cenowe naste-
puje natychmiast. Wowczas fluktuacje cen beda odpowiadaty $cisle naptywowi informacji bez op6z-
nien w czasie. W sytuacji opisanej powyzej proces dostosowan cenowych bedzie roztozony w czasie
i dlugotrwaty, a co wigcej bedzie cechowat si¢ dlugg pamiecia — wptyw poszczegolnych informacji
na ceng akcji bedzie ujawniat si¢ nie tylko w chwili otrzymania przez rynek nowej informacji, lecz
takze w relatywnie dlugim okresie po wystgpieniu tego zdarzenia.

Istnienie efektu dtugiej pamieci jest kluczowa cecha opisujaca jeden z wykorzystanych przez
Mandelbrota w modelowaniu fraktalnym proceséw stochastycznych — fraktalnym ruchu Browna.
Wydaje si¢ zatem, ze przedstawiony model luki pomig¢dzy kompetencjami a ztozonoscia problemu
jest w stanie satysfakcjonujaco wyjasni¢ na gruncie teorii ekonomii pojawiajace si¢ zaleznosci dtu-
gozasieggowe w danych empirycznych, a jednoczesnie jest on komplementarny do modelu Petersa
thumaczacego dos¢ zadowalajaco wystepowanie zataman i zdarzen ekstremalnych na rynkach fi-
nansowych. Z tego tez wzgledu zadnemu z opisanych wyjasnien nie mozna przyzna¢ prymatu,
jednak wydaje si¢, ze wspotwystepowanie analizowanych mechanizméw pozwala uzasadnié pra-
womocno$¢ teorii rynku fraktalnego.

112 Dla uproszczenia rozwazaf przyjmujemy, e nie istnieje takie i, ze R (p,, €) =T (e), bowiem nie zmienia to istoty sprawy.
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Interesujace jest takze spojrzenie nieb¢dacego ekonomistg faktycznego tworcy geometrii frak-
talnej. W pierwszej kolejnosci formutuje on cztery zarzuty pod adresem dotychczasowych teorii''s.
Sugeruje btednos¢ podejscia opartego na zatozeniu, ze uczestnicy rynku sg jednostkami racjo-
nalnymi, dazacymi do maksymalizacji bogactwa, powolujac si¢ na osiggnigcia teorii finansow
behawioralnych. Postuluje takze odrzucenie warunku gloszacego, ze inwestorzy sa generalnie
rzecz biorge podmiotami o zblizonych cechach, co sprawia, ze podobnie reaguja na naptywajace
informacje. W rzeczywisto$ci bowiem inwestorzy sa grupa silnie heterogeniczna, a ich odpowiedzi
na bodzce zewnetrzne mogg by¢ diametralnie odmienne. Ponadto Mandelbrot zwraca si¢ prze-
ciwko zalozeniu o cigglosci zmian cen, argumentujac, ze bywaja one tak gwattowne, ze w ciggu
kilku dni mogg zneutralizowac przyrost wartosci inwestycji trwajacych kilka — kilkanascie lat.
Stanowi to dodatkowy argument przeciw korzystaniu z rozktadu gaussowskiego. Swoje zalecenia
zwigzane z przyszta teorig zajmujacg miejsce dotychczasowej sformutowat on w postaci warun-
kéw, ktore powinny zostaé wzigte pod uwage przy konstruowaniu takiej teorii. Najistotniejsze jest
stwierdzenie, ze rynki finansowe majg charakter turbulentny, a poziom ryzyka jest daleko wigkszy,
niz wskazywatyby dotychczasowe modele. Co wigcej, zmiany cen mogg mie¢ takze charakter
nieciagly, co sprawia, ze dla potencjalnego inwestora niezmiernie istotne staje si¢ tzw. ,,wyczucie
rynku” — albowiem w skumulowanych wynikach dominujacy udziat majg stopy zwrotu osiggane
w bardzo krotkich okresach. Wynika to m.in. z faktu, ze czas na rynkach finansowych wydaje si¢
plyna¢ w zmiennym tempie''*. Jednocze$nie Mandelbrot nie sugeruje, by mozliwe byto pokonanie
rynku — przyjmuje on, ze na rynkach panuje znaczna niepewno$¢, a wszelkie prognozy sa ztudne.
Mimo to, ze wzgledu na fakt, ze rynki funkcjonuja podobnie niezaleznie od potozenia i okresu,
mozliwe jest oszacowanie ryzykownosci inwestycji. W tym celu dotychczasowe narzedzia nie sg
jednak dostatecznie pomocne. Dlatego tez konieczne jest odwotanie si¢ do metod wypracowanych
w oparciu o zatozenie, ze rynki finansowe maja charakter fraktalny.

Zaprezentowane rozwazania pozwalaja traktowac¢ istnienie struktur fraktalnych na rynkach fi-
nansowych za prawdopodobne, nie okreslajg jednak, jakimi wlasnoéciami cechuja si¢ dotychczas
wykorzystywane mierniki ryzyka i czy zachowuja one swoja uzyteczno$¢ w catkowicie zmie-
nionych warunkach (w stosunku do sytuacji zadanej modelem Samuelsona-Osborne’a). Ponadto
nie jest sprecyzowane, jakie potencjalne prawa moga rzadzi¢ fluktuacjami cen instrumentow, co
dodatkowo utrudnia wnioskowanie. Z tego tez wzgledu kolejnym krokiem jest przedstawienie roz-
maitych typéw losowosci oraz okreslenie, ktére z nich majg zastosowanie w przypadku przyjecia
teorii rynku fraktalnego za obowiazujaca.

2.1.5. Pojecie losowosci w teorii rynku fraktalnego

Ze wzgledu na przyjety poglad o poprawnosci podejscia zwigzanego z traktowaniem cen i stop
zwrotu z instrumentéw finansowych jako wielkosci o charakterze stochastycznym, a nie deter-
ministycznym, osig prezentowanych rozwazan jest pojecie losowosci'. Dla dalszego wywodu
istotne jest rozroznienie dokonane przez Mandelbrota. Podsumowujac swoje wieloletnie bada-
nia, skonstruowat on typologi¢ losowosci, wyodrebniajac trzy jej rodzaje: losowos¢ typu mild,

113 B, Mandelbrot, R. Hudson: Op. cit., s. 82-87, 227-252.

114 Spostrzezenie to doprowadzito do wprowadzenia rozroznienia migdzy czasem rzeczywistym a czasem handlowym (zob.
np. H. Zawadzki: Multifraktale i rynki finansowe. [W:] P. Chrzan (red.): Metody matematyczne, ekonometryczne i in-
formatyczne w finansach i ubezpieczeniach. Cz. 2. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego
w Katowicach, Katowice 2006).

115 Szerzej o rozumieniu terminu losowo$é i pokrewnych pisze m.in. D. Mitrenga: Metodyczne podstawy symulacji sto-
chastycznej Monte Carlo. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach”,
nr 204/2014, s. 165-167.
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losowo$¢ typu slow oraz losowo$¢ typu wild''®. Mandelbrot opisuje je jako ,,stany”, przy czym
,,Okreslenie «stany jest starannie dobrane. Jego istniejace konotacje odnoszg si¢ do gazow, ciat sta-
tychi cieczy (...)”"V". Najtrafniejszym poréwnaniem oddajacym ide¢ wspomnianej klasyfikacji jest
traktowanie losowosci typu mild jako bgdacej analogig stanu gazowego, tj. cechujaca si¢ brakiem
okreslonych struktur i bardzo stabymi zalezno$ciami pomi¢dzy poszczegodlnymi czasteczkami.
Z kolei losowos¢ typu wild mozna scharakteryzowaé w podobny sposob jak ciala state — w jej
przypadku wystepuja dlugoterminowe zaleznosci i struktury. Stanem posrednim sg ciecze — od-
powiadajace losowosci typu slow, zachowujace si¢ w niektorych warunkach jak gazy, a w innych
jak ciala state. Bardziej precyzyjnie omawiang klasyfikacj¢ mozna scharakteryzowaé za pomoca
kryterium opierajacego si¢ na relatywnym wptywie poszczegdlnych zmiennych losowych na ich
sume. W tym celu wykorzystuje si¢ wspotezynniki koncentracji, pozwalajace okreslic, czy zadna
ze zmiennych losowych tworzacych sume nie dominuje (evenness), czy tez zachodzi sytuacja
przeciwna (concentration). Z losowoscia typu mild mamy do czynienia, gdy zarowno w okresie
krotkim, jak i dtugim nie wystepuje dominacja zadnej ze zmiennych losowych. Z kolei gdy suma
jest majoryzowana przez pewien sktadnik zardéwno w okresie krotkim, jak i dlugim, wowczas
méwimy o losowosci typu wild. Jezeli zachodzi niezgodnos¢ pomigdzy zachowaniem dla rdz-
nych horyzontow czasowych (tj. w okresie krotkim taka dominacja wystepuje, zas w okresie dtu-
gim — nie), wtedy w mysl zalecen Mandelbrota okresla si¢ losowos$é jako typu slow. Przypadki,
w ktorych dla wielkich ilo$ci zmiennych losowych wystepuje zanikanie wptywu poszczegdlnych
sktadnikow, zbiorczo mozna nazwac losowoscia pregaussowska (preGaussian randomness, tj. typu
mild i slow), za$ takie, w ktorych dla niewielkiej liczby zmiennych losowych 6w wplyw utrzymuje
si¢, losowoscig o dtugich ogonach (long-tailed randomness, tj. typu slow i wild).

Formalnie mozna stwierdzi¢, ze losowo$¢ ma charakter pregaussowski, jezeli dla ciggu sum

N
zmiennych losowych niezaleznych o jednakowym rozkladzie (Z X, j mozliwe jest dobranie ta-

n=1

N
kich ciggow (a, ) oraz (by ), ze ciag [aN [z X, —by j) dazy do pewnej granicy''®. Warunek ten
n=l

moze nie by¢ spetniony, m.in. gdy wariancja zmiennych losowych jest nieskonczona lub wystepuje
pomigdzy nimi dlugoterminowa zalezno$¢. Z kolei w celu odréznienia losowosci typu mild oraz
slow wykorzystuje si¢ stosowne miary — wspotczynnik koncentracji wedtug mody i wspotczynnik
koncentracji wedtug prawdopodobienstwa.

W najprostszym ujgciu przez okres krotki rozumiemy de facto dwa kolejne okresy, a zatem
rozpatrujemy sum¢ dwoch niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Jej ge-

+o0

sto$¢ uzyskuje sig jako splot p, (x) = j p(u)p(x —u)du. Wowczas warunkowa gestos¢ sktadowej

. p(u)p(x—u)

zmiennej losowej przy znanej warto$ci sumy, dang jako ( ) okresla si¢ jako portioning
P2 (X

16" Autorowi nie udato si¢ stwierdzi¢ istnienia stosownych odpowiednikéw polskich. Roboczo mozna przethumaczyé
okreslenia Mandelbrota jako losowos$¢ fagodna, losowo$¢ wolnozmienng oraz losowos¢ gwattowna. Poniewaz jednak
sformutowania powyzsze nie wydaja si¢ fortunne (cho¢ sa zdaniem autora najbardziej adekwatne sposrod rozpatrywa-
nych), postanowiono postugiwac si¢ okresleniami angielskimi.

117 B, Mandelbrot: States of randomness from mild to wild, and concentration from the short to the long run. [In:] B. Man-
delbrot: Fractals..., op. cit., s. 121.

8 Wybér a, :% , by =0 prowadzi do praw wielkich liczb i granicy nielosowej, zas a = ﬁ , by =N EX do cen-

tralnego twierdzenia granicznego (ibid., s. 127).
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ratio. Jezeli bada¢, w jakim punkcie gestos¢ warunkowa jest maksymalna (jako Ze czgsto punkty
z jego otoczenia determinujg wartosci powyzszej calki), wowczas wspotczynnik 6w przybiera
nazwe¢ wspotczynnika koncentracji wedtug mody. Gdy funkcja Inp (u) jest wklesta w catej dzie-
dzinie, to zadna ze zmiennych sktadowych nie dominuje, natomiast jezeli funkcja ta jest wypukta,
to zachodzi przypadek przeciwny — koncentracji (wedtug mody). W sytuacji, gdy zachowanie
funkcji jest zmienne w dziedzinie, wowczas w niektorych przedziatach mamy do czynienia z kon-
centracja, a w innych — nie'"’.

Dla rozktadéw okreslonych jako cechujace si¢ koncentracjg wedtug mody w krotkim okresie
mozna wyrozni¢ klase rozktadow charakteryzujacych si¢ koncentracja wedtug prawdopodobien-
stwa. Mozemy bowiem przedstawié splot gestosci jako:

p,(x)= Ip(u)p(x—u)du+ I p(u)p(x—u)du+ I p(u)p(x—u)du=1I +I +I;.
0 X x—X
Mozna przyjaé, ze zmienna losowa cechuje si¢ koncentracja wedtug prawdopodobienstwa,
jezeli mozliwe jest dobranie takiego X, ze dla x — +o0 : I
a) wzgledne prawdopodobienstwo dla przedziatu (X,x —X) dane jako —

. P, (x)

-2X .
X7 e dazy do zera.

dazy do zera,

b) wzgledna dlugos¢ przedziatu

Gdy dodatkowo wzgledna dlugos¢ przedziatu dazy do jednosci, wowczas koncentracja zachodzi
prawie na pewno, za$ z wyjatkowo dtugimi ogonami rozktadow mozemy spotkac si¢, gdy dazy
ona do granicy mniejszej od jednosci badz ogranicza si¢ do przedziatu (0,1).

Précz powyzszych kryteriow innym czgsto stosowanym jest warunek dotyczacy zachowania
funkcji gestosci w sytuacji sumowania zmiennych losowych (tail-preservation criterion). Ozna-

N
czajgc przez Py (x)= P(Z X, > x) , mozna go zapisa¢ nastepujaco:

n=1

P, (x)~NP(x).
Dla okresu krotkiego ( N =2 ) warunek ten przybiera postac:

P, (x) ~2 P(x) .

Przytoczone kryteria pozwalaja lepiej zrozumie€ istote poszczegolnych stanow losowosci, a na-
wet dokonywacé bardziej subtelnych rozroznien!?.

Powszechnie wykorzystywany w modelowaniu finansowym logarytmicznych stop zwrotu roz-
ktad normalny i oparty na jego zastosowaniu arytmetyczny ruch Browna naleza do stanu okresla-
nego jako losowo$¢ typu mild'?!. Z punktu widzenia analitycznego wybor ten jest niezwykle do-
godny, jako ze wlasnos$ci rozktadu zostaty doglebnie zbadane, a ponadto wystepuje on jako rozktad
graniczny w wielu twierdzeniach (np. Laplace’a, Lindeberga-Fellera, Lévy’ego, Lapunowa czy
Rajkowa'??). To wla$nie relatywna prostota modelu Samuelsona-Osborne’a istotnie przyczynita
si¢ do niezwykle szybkiego 1 owocnego rozwoju modelowania stochastycznego w finansach oraz

"9 Mozliwa jest takze sytuacja, gdy funkcja Inp(u) jest liniowa. Jest to przypadek szczegdlny, ktory pozwala stwierdzic,
ze wprowadzona klasyfikacja nie jest petna.

120 Mandelbrot skonstruowat takze bardziej precyzyjna klasyfikacje, dokonujac podziatu losowosci na siedem stanow:
proper mild randomness, borderline mild randomness, slow randomness with finite and delocalized moments, slow
randomness with finite and localized moments, pre-wild randomness, wild randomness, extreme randomness, ktora
uscisla przedstawiong typologi¢ trzyklasowa (zob. B. Mandelbrot: States..., op. cit., s. 140—141).

12 Wtasciwg podklasg jest tu proper mild randomness, wyrézniajaca si¢ najwickszym stopniem regularnosci spoérod
analizowanych (zob. przyp. 120).

122 W. Gliwenko: Rachunek prawdopodobienstwa. Polskie Towarzystwo Matematyczne, Warszawa-Wroctaw 1953, s. 162-191.
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rozwinigcia teorii wyceny aktywow. Tym niemniej nicadekwatno$¢ wypracowanego aparatu w wa-
runkach wzrastajagcej turbulentno$ci na rynkach finansowych staje si¢ coraz bardziej widoczna'?.
Wydaje si¢, ze w chwili obecnej mamy do czynienia z Kuhnowskim kryzysem dotychczasowego
paradygmatu spowodowanym anomaliami o charakterze zewnetrznym'*. Poniewaz jednak ,,(...)
kryzysy sa koniecznym warunkiem wstepnym pojawiania si¢ nowych teorii”'* i warunkujg opra-
cowanie (badz dostrzezenie istotnych zalet) teorii o statusie potencjalnego nowego paradygmatu,
jest prawdopodobne, ze obecne narastajgce problemy w rozwazanej dziedzinie przyniosg zmiang
dotychczasowego paradygmatu. Zdaniem autora wszelkie cechy predestynujace do zajecia jego
miejsca wykazuje teoria rynku fraktalnego.

Dotychczasowe proby wypracowania nowych modeli ksztattowania si¢ cen aktywow i metod
oceny ryzyka inwestycyjnego w ramach istniejacego paradygmatu autor ocenia jako niedostatecz-
nie satysfakcjonujace. W pismiennictwie pojawito si¢ wiele modyfikacji (takze daleko idacych),
jednak ich zasadnicza stabos$cig jest nie tylko nadmierne przywigzanie do tradycyjnych koncep-
cji, lecz takze ich mnogos¢. Fakt ten w znacznej mierze utrudnia dokonanie wlasciwego wyboru
stosownego miernika ryzyka inwestycyjnego, ktorym nadal bardzo czgsto pozostaje odchylenie
standardowe stopy zwrotu oraz miary mu pokrewne. W efekcie wypracowane modele czastkowe
czesto maja znaczenie wyltacznie teoretyczne, tym bardziej ze nie odzwierciedlaja one ztozonosci
zjawisk losowych typu wild i slow'. Tymczasem powszechnie znanym fenomenem jest zjawi-
sko polegajace na wystepowaniu dtugich ogondéw (long-tailedness) oraz zaleznosci dtugookre-
sowych!?’, wlasciwych tym stanom losowosci. Z tego tez wzgledu w dalszej czesci monografii
omoéwione zostang koncepcje wspottworzace teori¢ rynku fraktalnego oraz miary oceny ryzyka
inwestycyjnego przez nig implikowane. Ponadto zostanie podj¢ta proba skonstruowania wiasciwej
metodyki oceny ryzyka w oparciu o te mierniki.

2.1.6. Rozktady a-stabilne w teorii rynku fraktalnego

Prekursorem zastosowania rozktadow stabilnych!'?® w naukach ekonomicznych (a takze przyrod-
niczych) byt wspomniany juz Mandelbrot. Czynnikiem motywujacym do ich wykorzystania byto
przekonanie o stabos$ciach paradygmatu gaussowskiego i jego nicadekwatnosci w wielu przy-
padkach. Wsrod naturalnych kandydatow do zastgpienia rozktadu normalnego znalazta si¢ klasa
rozktadéw a-stabilnych, reprezentujacych losowos¢ typu wild, bedacych uogoélnieniem rozktadu

123 Zob. np. w odniesieniu do rynku akcji E. Fama: The Behavior of Stock-Market Prices. ,,The Journal of Business”,

Vol. 38, No. 1 January 1965, s. 40-68; B. Fielitz, E. Smith: Asymmetric Stable Distributions of Stock Price Changes,

Journal of the American Statistical Association”, Vol. 67, No. 340 December 1972, s. 813-814; A. Lo, C. MacKinlay:

Stock Market Prices Do Not Follow Random Walks: Evidence from a Simple Specification Test. ,,The Review of

Financial Studies”, Vol. 1, No. 1 Spring 1988, s. 50-56; w odniesieniu do rynkéw towarowych R. Stevenson, R. Bear:

Commodity Futures: Trends or Random Walks? ,,Journal of Finance”, Vol. 25, No. 1 March 1970, s. 69—74; w przypad-

ku rynkow walutowych M. Corazza, A. Malliaris: Multifractality in Foreign Currency Markets. ,,Multinational Finance

Journal”, Vol. 6/2000; dla wielko$ci makroekonomicznych J. Carlson: Are Price Expectations Normally Distributed?

,.Journal of the American Statistical Association”, Vol. 70, No. 352 December 1975.

Za: M. Heller: Filozofia nauki. Wprowadzenie. Petrus, Warszawa 2009, s. 76.

T. Kuhn: Struktura rewolucji naukowych. Aletheia, Warszawa 2009, s. 141.

W tym $wietle przywiazanie praktykow do miar ryzyka implikowanych przez model Samuelsona-Osborne’a nie wy-

daje si¢ bezzasadne, sg one bowiem stosunkowo nieskomplikowane w sensie rachunkowym, a przyrost uzytecznosci

w wyniku stosowania miar opartych na jego modyfikacjach nie wydaje si¢ rOwnowazy¢ ponoszonych kosztow.

Zob. np. E. Fama, K. French: Permanent and Temporary Components of Stock Prices. ,,The Journal of Political Eco-

nomy”, Vol. 96, No. 2 April 1988; J. Teichmoeller: A Note on the Distribution of Stock Price Changes. ,,Journal of the

American Statistical Association”, Vol. 66, No. 334 June 1971.

128 Rozklady te nazywa si¢ takze rozktadami Pareto, Pareto-Lévy’ego czy tez stabilnymi Pareto. W niniejszej monografii
konsekwentnie beda one okre§lane mianem rozktadéw a-stabilnych.
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de Moivre’a-Gaussa-Laplace’a. Dlatego tez mniejszg wage przyktadat Mandelbrot do szczegdto-
wego opisu statystycznego badanych wielkosci, koncentrujac si¢ raczej na uniwersalnosci i moz-
nosci jego zastosowania w rozmaitych naukach i problemach badawczych!®.

Rys. 24. Funkcje gestosei
rozktadow o-stabilnych:
normalnego i bardziej
wysmuktych

Zrodio: B. Mandelbrot: Fractal
Financial Fluctuations. [In:]

N. Lesmoir-Gordon (ed.):

The Colours of Infinity: The Beauty
and Power of Fractals. Springer,
London 2010, s. 125.

Idea postuzenia si¢ zmiennymi stabilnymi wynikata z obserwacji faktu, iz rzeczywiste szeregi
czasowe cechuja si¢ zdecydowanie podwyzszonym poziomem koncentracji. Zjawisko leptokur-
tyczno$ci empirycznych rozktadéw prawdopodobienstwa zaobserwowano juz w drugiej i trzeciej
dekadzie XX wieku'*, w stopniu oczywiScie przeczacym hipotezie gltoszacej, ze zmiany cen (ab-
solutne czy relatywne) sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie gaussowskim. Mimo
to niezaprzeczalne zalety analityczne modelu Samuelsona-Osborne’a w poréwnaniu z koncepcja
Mandelbrota, ktory ,,(...) jak niegdys$ premier Churchill obiecuje nam nie utopig, lecz krew, pot,
trud itzy”"!, sprawily, ze pierwszy model Mandelbrota nie zyskal poczatkowo powszechnego
uznania. Wynikato to najpewniej z faktu podnoszonego przez Eugene’a Famg¢ i Richarda Rolla:

,,Ekonomisci, psychologowie i socjologowie cz¢sto odrzucajg inne niz normalny rozktady sta-
bilne, poniewaz:

a. Nie moga uwierzy¢, ze procesy generujace ceny, zalamania, zaburzenia moga nie mie¢ [skon-
czonych] momentow rze¢du drugiego (...); oraz

b. Czg¢sto obserwowane «grube ogony» cechujace rozktady empiryczne moga by¢ generowane
przez np. odpowiednie procesy bedgce mieszankami rozktadéw normalnych (...)"!3%.

Powtdrne zainteresowanie owg koncepcja przypada na lata dziewigédziesigte ubiegtego wieku,
gltéwnie za sprawg pojawienia si¢ nowej dziedziny wiedzy — ekonofizyki'®, gdzie znalazta ona
szerokie zastosowania.

129 B, Mandelbrot: The Pareto-Lévy Law and the Distribution of Income. ,,International Economic Review”, Vol. 1, No. 2
May 1960, s. 79. Rozktady o grubych ogonach wykorzystywat on m.in. do badania zjawisk tak odmiennych jak zakto-
cenia w przekazie telefonicznym czy szkody powstate w wyniku pozaréw (zob. J. Berger, B. Mandelbrot: A New Model
for Error Clustering in Telephone Circuits. ,,IBM Journal of Research and Development”, Vol. 7, No. 3 July 1963 oraz
B. Mandelbrot: Random Walks, Fire Damage Amount and other Paretian Risk Phenomena, ,,Operations Research”,
Vol. 12, No. 4 July-August 1964).

130 7a: B. Mandelbrot: The Variation of Certain Speculative Prices. ,,The Journal of Business”, Vol. 36, No. 4 October 1963,
s. 394-395, przyp. 3.

131 P Cootner: Comments on the Variation of Certain Speculative Prices. [In:] P. Cootner (ed.): The Random Character of
Stock Market Prices. The M.L.T. Press, Cambridge 1964, s. 337.

132 E. Fama, R. Roll: Parameter Estimates for Symmetric Stable Distributions. ,,Journal of American Statistical Associa-
tion”, Vol. 66, No. 334 June 1971, s. 337.

133 S, Borak, A. Misiorek, R. Weron: Models for heavy-tailed asset returns. [In:] P. Cizek, W. Hardle, R. Weron (eds.):
Statistical Tools for Finance and Insurance. Springer, Berlin 2011, s. 34.
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Zrodto: Opracowanie whasne.

Rozklady a-stabilne zostaty opisane przez matematyka francuskiego Paula Lévy’ego w latach
dwudziestych, a nastgpnie staly si¢ przedmiotem badan m.in. Aleksandra Chinczyna. Zostaly one
zdefiniowane jako rozktady o dystrybuancie F (x) , w przypadku ktorych dla dowolnych a, >0,
b,, a, >0, b, istniejq takie stale a >0, b, ze spelniona jest rownos¢:

F(ax+b,)*F(a,x+b,)=F(ax+b),

gdzie przez * oznaczono operator konwolucji (splotu)'**. Definicja powyzsza prowadzi do naste-
pujacego okreslenia postaci dystrybuanty za pomoca funkcji charakterystycznej:

lnf(u) = i8u—y|u|a 1+1Bﬁw(u,a) ,
u

134 Za: B. Gnedenko, A. Kolmogorov: Limit Distributions for Sums of Independent Random Variables. Addison-Wesley
Publishing Company, Reading et al. 1968, s. 162 i dalsze.
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gdzie: 6eR, -1<B<1,0<a<2, y20, przy czym:

n
tg—o,o =1
BRS
o(u,a)= 5 )
Zlnful,a=1
n

Wsrod rozktadow tego typu znajduje sie rozktad gaussowski (o = 2 ) oraz rozktad Cauchy’ego
(a=1). W ogdlnym przypadku rozktadami stabilnymi ze wzglgdu na dziatanie o nazywamy takie
rozklady, dla ktorych'*:

& iaN (&10‘:2 °~~°§N)+bN >

a N jest deterministyczng lub stochastycznag liczba catkowita wicksza od jednosci. W odniesieniu
do finansowych szeregéw czasowych, gdy &, oznacza przyrost ceny lub logarytmiczng stopg
zwrotu najbardziej naturalnym wyborem dziatania o jest operacja sumowania. Wowczas zmiana
ceny badz stopa zwrotu cechujg si¢ rozktadem tego samego typu niezaleznie od dtugosci rozpatry-
wanego horyzontu inwestycyjnego — a zatem proces cen badz skumulowanych logarytmicznych
stop zwrotu ma charakter procesu o przyrostach samopodobnych. Z ekonomicznego punktu widze-
nia gtdéwna zaletq tej klasy proceséw jest niezmienniczo$¢ ze wzgledu na operacj¢ sumowania, kto-
rej istotno$¢ szczegodlnie akcentowat Mandelbrot'*®. Z matematycznego punktu widzenia rozktady
a-stabilne stanowig niezmiernie istotna klase rozktadow stanowiacych rozwiazanie nastgpujacego
problemu. Rozwazmy zmienng losowa:

¢ = E +E&, +..+E, AL

B, !
gdzie &,&,,...,&, saniezaleznymi (zespotowo) zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach.
Jak udowodniono, rozktad prawdopodobienstwa moze by¢ rozktadem granicznym powyzszych
sum wtedy i tylko wtedy, jezeli jest rozktadem a-stabilnym.

PowyzZsza wlasnos¢ jest istotna, jezeli rozpatrywac ksztattowanie si¢ cen instrumentéw finan-
sowych pod wptywem bardzo wielu czynnikow, ktorych wptyw jednostkowy na ich sume jest
znikomy. W przypadku klasycznym rozwazano jedynie szczegolny typ rozwigzania — proces gaus-
sowski. Mandelbrot zasugerowal, Ze cechujace si¢ leptokurtoza rozktady a-stabilne zdecydowanie
lepiej odpowiadaja rzeczywistym notowaniom niz rozktad normalny: ,,(...) empiryczne rozktady
prawdopodobienstwa zmian cen sg zazwyczaj zbyt «wysmuktey, by pochodzi¢ z probek z po-
pulacji gaussowskich”"¥’. Sugerowane 6wczes$nie rozwigzania problemu nie wydawaly si¢ by¢
zadowalajgce'*®. Do proponowanych zaliczano traktowanie zbyt wielkich zmian cen jako pewnego
rodzaju ,,zaktocen”, ktére eliminowano, by bada¢ jedynie pozostate obserwacje. Postepowanie to
jednak prowadzito do zafatlszowania obrazu rzeczywistosci. Probowano takze dokonywac takich
transformacji danych'*, by pozby¢ si¢ tego problemu oraz postugiwa¢ si¢ mieszankami rozktadow
gaussowskich, z ktorych jeden miat relatywnie niewielki udzial w mieszance, lecz istotnie wigksza

135 S, Mittnik, S. Rachev: Stable Distributions for Asset Returns. ,,Applied Mathematics Letters”, Vol. 2, No. 3/1989, s. 301.

136 B, Mandelbrot: New Methods in Statistical Economics. ,,The Journal of Political Economy”, Vol. 71, No. 5 October
1963.

137 B. Mandelbrot: The Variation of Certain..., op. cit., s. 394.

138 C. Granger, D. Orr: “Infinite Variance” and Research Strategy in Time Series Analysis. ,,Journal of the American Sta-
tistical Association”, Vol. 67, No. 338 June 1972, s. 277-279.

139 Zob. np. H. Rietz: Frequency Distributions Obtained by Certain Transformations of Normally Distributed Variates.
,,Annals of Mathematics”, Vol. 23, No. 4 June 1922.
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wariancj¢. Wyjasnienie oparte na tej metodzie okazato si¢ by¢ niedostateczne, a co wigcej ,,(...)
prostota modelu zostata unicestwiona”'*.

Z powyzszych wzgledéw, mimo znacznych niedogodno$ci w postugiwaniu si¢ rozktadami
a-stabilnymi (poza trzema przypadkami nieznana jawna posta¢ funkcji gestosci, trudnosci z esty-
macja parametrow), na tyle dobrze oddawaty one podwyzszong kurtoze empirycznych rozktadow
stop zwrotu'*!, ze w opinii Mandelbrota i Famy mogty zastgpi¢ rozktad normalny. W tej sytuacji
model ksztaltowania si¢ cen instrumentow finansowych jest analogiczny do modelu Samuelsona-
-Osborne’a, lecz miast procesu Wienera wykorzystywany jest tzw. standardowy a-stabilny ruch
Lévy’ego L(t) o nastgpujacych wiasnosciach'*:

e Z prawdopodobienstwem 1 zachodzi L(0)=0.

¢ Dla niezachodzacych interwalow czasowych przyrosty procesu sg zmiennymi losowymi nie-
zaleznymi.

* Przyrosty procesu L(t)—L(s), 0<s<t s3 zmiennymi losowymi opisanymi funkcjg cha-

tha,oc #1
rakterystyczng Inf (u)=—(t—s)[u/" 1+iB£m(u,o¢) , o(u,a)= , —1<B<1,
|u| —1n|u|,0L:1
O<a<2.
Woéwczas proces cen jest zadany stochastycznym réwnaniem rézniczkowym:
dS, =uS dt+cS dL,.

Logarytmiczne skumulowane stopy zwrotu z analizowanego instrumentu finansowego sag w tym
przypadku opisane procesem stochastycznym samopodobnym (jezeli nie wystepuje dryf) badz
o samopodobnych przyrostach (jezeli dryf jest niezerowy). Badany proces spetnia zatem warunek
nalozony przez teori¢ rynku fraktalnego, a sam model zostat przez Mandelbrota nazwany modelem
mezofraktalnym (Pareto-Lévy’ego-Mandelbrota)'®. Jezeli zatem fluktuacje gietdowe sg opisane
za jego pomoca, to mozemy uznaé, ze teoria rynku fraktalnego odpowiada rzeczywistosci, a im-
plikowane przez nig miary ryzyka moga by¢ stosowane.

140 B, Mandelbrot: The Variation of Certain..., op. cit., s. 403. Proponowano takze inne modele, wykorzystujace m.in.
rozktad Studenta-Gosseta (P. Praetz: The Distribution of Share Price Changes. ,,The Journal of Business”, Vol. 45,
No. 1 January 1972), rozktady, gdzie stopa zwrotu byta sumag zmiennych gaussowskich, ktorych liczba byta losowa (J.
Press: A Compound Events Model For Security Prices. ,,The Journal of Business”, Vol. 40, No. 3 July 1967) czy ideg
rozktadow podporzadkowanych i kierujacych w odniesieniu do rozktadow o skonczonej wariancji (P. Clark: A Subor-
dinated Stochastic Process Model with Finite Variance for Speculative Prices. ,,Econometrica”, Vol. 41, No. 1 January
1973), jednak zaden z nich nie zdobyt takiego uznania (ani nie byt przyczyna tylu kontrowersji) co model Mandelbrota.
Przyktadowo, dla cen bawelny wspotczynnik oo wynosi ok. 1,7 (ibid., s. 404 oraz B. Mandelbrot: Correction of an Error
in “The Variation of Certain Speculative Prices”. ,,The Journal of Business”, Vol. 45, No. 4 October 1972). Podobne
zaleznosci wykryto takze dla pszenicy, cen akcji spotek kolejowych, stop procentowych czy kursow walut (B. Man-
delbrot: The Variation of Some Other Speculative Prices. ,,The Journal of Business”, Vol. 40, No. 4 October 1967).
W przypadku indeksow i akceji krajowych konkluzje o wyzszosci rozktadow a-stabilnych nad innymi sformutowano
m.in. w: D. Papla: Przeglad rozktadow teoretycznych uzywanych do modelowania stop zwrotu z akcji. ,, Taksonomia.
Prace Naukowe Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu”, nr 1022/2004.

Zmodyfikowana przez autora posta¢ podana w: W. Szczepaniak: Modelowanie cen instrumentow finansowych przy
uzyciu procesow stabilnych i hiperbolicznych. [W:] Dynamiczne modele ekonometryczne: materiaty na VII Ogolno-
polskie Seminarium Naukowe, 4—6 wrzesnia 2001. Towarzystwo Naukowe Organizacji i Kierownictwa ,,Dom Organi-
zatora”, Torun 2001, s. 291-292.

Klasyfikacja procesow na unifraktalne, mezofraktalne i multifraktalne zostata stworzona przez Mandelbrota w oparciu
o relacje parametrow mechanizmu generujacego krzywe fraktalne. Zob. B. Mandelbrot: Scaling in financial prices.
»Quantitative Finance”, Vol. 1/2001, s. 433—436; B. Mandelbrot: Parallel cartoons of fractal models in finance. ,,Annals
of Finance”, Vol. 1, No. 2 April 2005, s. 185-186.
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Glowna zaleta opisywanego modelu jest fakt, ze odzwierciedla on leptokurtyczne wtasnosci
rozktadéw empirycznych. Co wigcej, dla wyktadnikéw mniejszych od 2 w dowolnym przedziale
skonczonym prawie na pewno znajduje si¢ nieskonczenie wiele punktow nieciaglosci'*. Ponadto,
za wyjatkiem rozktadu gaussowskiego, wszystkie rozktady o-stabilne cechujg si¢ nieskonczong
wariancjg. Nie wydaje si¢ jednak, by 6w fakt miat by¢ istotng przeszkodg w wykorzystaniu procesu
Lévy’ego. Nalezy bowiem pamigtac, ze postugiwanie si¢ wariancja i odchyleniem standardowym
jako miarami ryzyka ma umocowanie w zatozeniach o kwadratowej funkcji uzyteczno$ci inwesto-
ra'®. Poniewaz zatozenie owo bywa czgsto kwestionowane i w zasadzie nic nie stoi na przeszko-
dzie, by je odrzucic, ten argument przeciw postugiwaniu si¢ rozktadami a-stabilnymi nalezy uznac
za chybiony. Trzeba takze stwierdzi¢, ze poza relatywng prostota modeli opartych na wariancji
jako mierze ryzyka nie wydaje sig, by funkcji tej rownie dobrze nie mogto spetnia¢ np. odchyle-
nie przecietne czy odchylenie ¢wiartkowe (ktdre istnieje dla dowolnego 0 < a <2 ). Co wigcej,
zdaniem Mandelbrota, bezrefleksyjne podtrzymywanie twierdzenia o koniecznosci istnienia skon-
czonego momentu rzedu drugiego moze wynikac z chybionej, jego zdaniem, analogii z prawami
fizyki, gdzie ,,(...) wiele momentdéw musi by¢ skonczonych podlegajac prawom zachowania”, lecz
,,W ekonomii nie ma praw zachowania, tak wiec nie mozna wykluczy¢ nieistnienia momentow’46.

Podstawowg zaletg wykorzystania procesu Lévy’ego jest to, ze oddaje on fakt, iz zmiany cen
na rynkach finansowych mogg by¢ gwalttowne i nieciagte'®” (Mandelbrot okre$lit 6w fenomen
mianem ,,efektu Noego” — ze wzgledu na analogi¢ z biblijnym potopem, kiedy to ulewne deszcze
padaty przez czterdziesci dni i nocy, co stanowito wyjatkowa realizacj¢ zdarzen reprezentowanych
przez gruby ogon rozktadu'*). Za dodatkowy atut nalezy uzna¢, ze mozna je traktowac jako wspot-
wystegpowanie dwoch procesow: procesu kierujgcego opisujacego fluktuacje czasu handlowego
W czasie rzeczywistym oraz procesu opisujacego zachowanie stop zwrotu, ktorych ztozenie daje

144 H. McCulloch: Continuous Time Processes with Stable Increments. ,,Journal of Business”, Vol. 51, No. 4 October 1978,
s. 602.

145 J. Tobin: Liquidity Preference as Behavior Towards Risk. ,,Review of Economic Studies”, Vol. 25, No. 2/1958, s. 76-77.

146 B, Mandelbrot: “New Methods of Statistical Economics” Revisited: Short versus Long Tails and Gaussian versus
Power-Law Distributions. ,,Complexity”, Vol. 14, No. 3/2008, s. 59.

147 E. Fama: Mandelbrot and the Stable Paretian Hypothesis. ,, The Journal of Business”, Vol. 36, No. 4 October 1963,
s. 426-427.

148 B, Mandelbrot, J. Wallis: Noah, Joseph, and Operational Hydrology. ,,Water Resources Research”, Vol. 4, No. 5 October
1968, s. 909.
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proces podporzadkowany — proces stop zwrotu w czasie rzeczywistym. Jezeli bowiem przyjac,
ze czas handlowy T(t),t >0 ma rozklad o funkcji charakterystycznej'*’:
a .U, T
Infy, (u)=-rt[ul 1+1Htg5(x
dla y>0 oraz a € (O, 1) , to dla procesu Wienera (przeskalowanego, by wariancja przyrostu w jed-
nostce czasu handlowego wynosita ° ) opisujacego zachowanie stop zwrotu w czasie handlowym
X(V) ,v >0 otrzymamy, Ze proces stop zwrotu w czasie rzeczywistym Z(t) = X(T (t)) jest zada-
ny rozktadem a-stabilnym o funkcji charakterystycznej:
' 2a
In fz(t) (u) =—y t|u|
z wyktadnikiem charakterystycznym wynoszacym 2o.. A zatem takze w tej sytuacji procesy
Lévy’ego opisuja ewolucje stop zwrotu z instrumentow finansowych.

Jak wspomniano, najistotniejsze klasyczne mierniki ryzykownosci inwestycji — odchylenie stan-
dardowe 1 wariancja stopy zwrotu — stajg si¢ bezuzyteczne, jezeli o < 2. Zastgpczo probowano
1

postugiwac si¢ jako miarg ryzyka wspdtczynnikiem y (wzglednie ¢ = y* ), jednak postepowanie to
mozna uznaé za stuszne jedynie w przypadku, gdy wszystkie instrumenty cechujg si¢ tym samym
wyktadnikiem charakterystycznym!'*’. Dla owego szczegdlnego przypadku Samuelson skonstruo-
wal nawet zreby teorii analogicznej do teorii Markowitza'>!, gdzie zamiast przestrzeni odchylenie
standardowe (wariancja) — oczekiwana stopa zwrotu wystgpuje przestrzen parametrow y— 0. W tej
przestrzeni udato si¢ opracowa¢ modele analogiczne do jednoczynnikowego modelu Sharpe’a oraz
modelu wyceny aktywow kapitalowych!*?, lecz nie znalazly one powszechnego zastosowania ze
wzgledu na zasadniczg utomno$¢ fundamentalnego zatozenia lezacego u podstaw tej koncepcji —
zatozenia o niezmiennos$ci wyktadnika charakterystycznego.

Procz wspomnianych juz pewnych stabosci analizowanego modelu Mandelbrota do jego istot-
nych wad nalezy zaliczy¢ fakt, ze postuzono si¢ w nim procesem o niezaleznych przyrostach.
Tymczasem zatozenie to jest powszechnie kwestionowane juz od lat szeS¢dziesiatych ubieglego
wieku'®, Wystepowanie podobnych fenomenéw w odniesieniu do zjawisk przyrodniczych sklonito
Mandelbrota do pogtgbienia koncepcji zarysowanej przez hydrologa Harolda Hursta i wykorzy-
stania procesu fraktalnego znanego pod nazwa utamkowego ruchu Browna.

2.1.7. Utamkowy ruch Browna w teorii rynku fraktalnego

Impulsem dla upowszechnienia idei utamkowego ruchu Browna byty prace Hursta poswigcone
rozmaitym zjawiskom przyrodniczym — przede wszystkim wylewom rzek (gtownie Nilu) analizo-
wanym w celu okre$lenia odpowiedniej pojemnosci zbiornikow retencyjnych'>. Jego zasadniczym

149 B, Mandelbrot, H. Taylor: On the Distribution of Stock Price Differences. ,,Operations Research”, Vol. 15, No. 6
November-December 1967.

150 E. Fama, R. Roll: Some Properties of Symmetric Stable Distributions. ,,Journal of the American Statistical Association”,
Vol. 63, No. 323 September 1968, s. 817.

51 p Samuelson: Efficient Portfolio Selection for Pareto-Lévy Investments. ,,Journal of Financial and Quantitative Ana-
lysis”, Vol. 2, No. 2 June 1967.

152 E. Fama: Portfolio Analysis in a Stable Paretian Market. ,,Management Science”, Vol. 11, No. 3 January 1965 oraz
E. Fama: Risk, Return and Equilibrium. ,,The Journal of Political Economy”, Vol. 79, No. 1 January-February 1971.

153 Zob. np. C. Granger: The Typical Spectral Shape of an Economic Variable. ,,Econometrica”, Vol. 34, No. 1 January 1966
czy C. Granger, O. Morgenstern: Spectral Analysis of New York Stock Market Prices. [In:] P. Cootner (ed.): Op. cit.

154 J. Sutcliffe: Obituary. Harold Edwin Hurst: 1 January 1880 — 7 December 1978. ,,Hydrological Sciences Bulletin”,
Vol. 24, No. 4/1979.
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spostrzezeniem byla konstatacja, ze empiryczne szeregi czasowe (ich przyrosty) nie spetniajg wa-
runku koniecznego niezaleznosci zmiennych losowych (a takze nieskorelowania), wyrazajacego
si¢ rownoscia:

D’ (ZX) -y DX,
i=1 i=1

a przy zalozeniu jednakowego rozktadu:

D[z“:Xi) =cn”’ .
ol

Wieloletnie badania Hursta pozwolity mu wysnu¢ wniosek, ze w rzeczywisto$ci wykladnik
waha si¢ w zaleznosci od przedmiotu badan od 0,46 do 0,96, przy przecigtnej wartosci badanego
wspotezynnika K wynoszacej 0,729'%3.

Log(R/)
)
‘;\

Log (R/g)

0 Rys. 28. Linie regresji

z oszacowanym wyktadnikiem
K dla badanych przez Hursta
zjawisk

206 |
0 (K LoalRe)= Kool ,
2 3 log V Zrodto: H. Hurst: Long-term Storage
| | | | Capacity of Reservoirs. ,, Transactions
2 5 10 20 50 Jog 200 500 1000 2%1/39 of the American Society of Civil
Engineers”, No. 116/1951, s. 787.

135 Hurst rzeczony wspétczynnik oznaczat jako K (H. Hurst: Long-term Storage Capacity of Reservoirs. ,,Transactions
of the American Society of Civil Engineers”, No. 116/1951, s. 784-789). Za Mandelbrotem przyj¢lo si¢ oznaczac go
jako H (na czes¢ Hursta i matematyka Otto Holdera), przy czym odmienne oznaczenie Mandelbrot motywuje ponadto
zmodyfikowanym sposobem szacowania tej wielkosci (B. Mandelbrot, J. Wallis: Some Long-Run Properties of Geo-
physical Records. ,,Water Resources Research”, Vol. 5, No. 2 April 1969, s. 326). W literaturze wprowadzono takze
wspotczynnik Jozeta oznaczany jako J. Z formalnego punktu widzenia sg to rézne, niepordownywalne wielkosci, nalezy
zatem pamigtac o kazdorazowym upewnieniu si¢ co do rozumienia istoty analizowanego wspotczynnika.
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Spostrzezenie to sprawito, ze podat on w watpliwos¢ dotychczasowe, powszechnie przyjmowa-
ne zatozenie o niezalezno$ci zmiennych losowych opisujacych wylewy Nilu w kolejnych latach:
,,-ROznica pomigdzy statystyka R/c dla zjawisk naturalnych i czysto losowych wynika (...) z faktu,
ze rozktady zjawisk naturalnych nie sg losowe. Istnieje tendencja do wystepowania nieregular-
nych sekwencji przeptywow o wiekszym lub mniejszym natezeniu w dtugich seriach”'*®, Hurst nie
przedstawil mechanizmu odpowiadajacego za powstawanie szeregow czasowych o takich wias-
nosciach, cho¢ zaprezentowat przyktad, jak mozna generowac szeregi o zblizonych cechach (na
przyktadzie losowan z talii odpowiednio dobranych kart)'”’. Formalny model opisywanych zjawisk
zyskat zainteresowanie dzigki pracy Mandelbrota i Johna van Nessa',

Self — similar
processes

Fractional

Stable
] Brownian

Rys. 29. Relacje pomigdzy
wybranymi procesami
stochastycznymi

Gaussian
processes

processes

Zrodio: A. Kabasinskas, S. Rachev,
L. Sakalauskas, W. Sun, 1. Belovas:
Alpha-Stable Paradigm in Financial
Markets. http://www.ams.sunysb.edu/
~rachev/publication/review.pdf, s. 19.

Przez ulamkowy ruch Browna'> (fBm — fractional Brownian motion) o parametrze 0 < H <1
Mandelbrot i van Ness rozumieja rodzing zmiennych losowych, odzwierciedlajacych ,,(...) $rednia
ruchomg dB(t), gdzie przeszle przyrosty B(t) sa wazone czynnikiem (t — s)PH/ 2160 o B(t) jest
standardowym arytmetycznym ruchem Browna. Formalnie, dla danego H, t > 0 i punktu starto-
wego b, (najczgsciej b, = 0) definicja powyzsza przedstawia sig jako:

B, (0)=b,,

1

By ()= By (0) = ———— j [(t—s)H_l/z _(-s)“"/z]dB(s)+j(t-s)“‘l/z dB(s) |-
C(H+1) |2 d

W przeciwienstwie do standardowego ruchu Browna, dla ktérego spetnione jest prawo T"?, dla
utamkowego procesu Browna analogiczne prawo ma postaé T" :

E[B, (t+T)-B, ()] =TV,

156 H. Hurst: Long-term..., op. cit., s. 806.

157 H. Hurst: A Suggested Statistical Model of some Time Series which occur in Nature. ,Nature”, Vol. 180, No. 4584
September 1957, s. 494.

158 Odkrycie utamkowego ruchu Browna jest jednak zastuga Kotmogorowa (zob. M. Taqqu: Benoit Mandelbrot and Fra-
ctional Brownian Motion. ,,Statistical Science”, Vol. 28, No. 1/2013, s. 1-2).

139 Proces ten bywa nazywany takze obcigzonym btadzeniem przypadkowym (E. Peters: Teoria..., op. cit.).

160 B, Mandelbrot, J. van Ness: Fractional Brownian Motions, Fractional Noises and Applications. ,,Society for Industrial
and Applied Mathematics Journal”, Vol. 10, No. 4 October 1968, s. 422.
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gdzie V, jest pewng stalg. Proces ten ma stacjonarne przyrosty oraz prawie wszystkie trajektorie
ciggte, jednak podobnie jak standardowy ruch Browna jest prawie na pewno nier6zniczkowalny.
W odréznieniu jednak od procesu Wienera utamkowy ruch Browna jest procesem o przyrostach za-
leznych — przy czym zaleznos¢ ta ma charakter zalezno$ci dlugoterminowej (mowi si¢ w tym przy-
padku o tzw. ,,efekcie Jozefa” — w odniesieniu do nastgpujacych po sobie okresach lat urodzajnych
i nieurodzajnych'®"). Formalnie, procesem o dlugiej pamieci nazywamy taki stacjonarny proces
X(t), dla ktorego istnieje taka liczba rzeczywista a € (0,1) oraz stata ¢, > 0, Ze zachodzi'®:

tim 25) -1,

k—o0 o
c k

gdzie p(k) jest wspotezynnikiem autokorelacji procesu (p(k)= p[X(t + k),X(t)J ). Proces
przyrostow utamkowego ruchu Browna spetnia 6w warunek dla % < H <1, zatem bywa on nazy-

wany procesem o dlugiej pamigci. Poniewaz jednak dla 0 < H < % tak nie jest, a z definicji proce-

su wynika, ze powstaje on mimo to przez wazenie nieskonczenie odlegtych przesztych przyrostow
ruchu Browna, Mandelbrot zaproponowat odmienng klasyfikacje, tzw. C-tetrachotomie. Jezeli

bowiem oznaczy¢ C(k)=p(k) oraz S'(0) :% i C(k), to przez:

¢ skonczong C-zalezno$¢ rozumiemy zaleznos¢ krotkookresowa, tj. dla ktorej 0 < S' (0) <o,
* nieskonczong dodatnig C-zalezno$¢ rozumiemy takg zaleznos¢, dla ktérej S'(0)=oo,

¢ nieskonczong ujemng C-zalezno$¢ rozumiemy taka zalezno$é, dla ktorej S’ (O) =0,

¢ nieokreslong C-zalezno$¢ rozumiemy taka zalezno$c, dla ktorej S'(0) jest nicokreslone'®.

Poniewaz dla 5 < H <1 zachodzi S’(O) = oo zatem procesy o dlugiej pami¢ci w ujeciu Berana
sg dodatnio nieskonczenie C-zalezne w typologii Mandelbrota (korelacje sg dodatnic). Poniewaz

. . 1 .
jednoczesnie dla 0 < H < 2 zachodzi S'(O) =0, zatem proces przyrostow utamkowego ruchu

Browna o wyktadniku H mniejszym od 5 jest procesem ujemnie nieskonczenie C-zaleznym

. . 1 . .
(korelacje sa ujemne). Dla H = 5 S'(O) jest skonczone i wigksze od zera, a zatem zaleznos¢

161 R, Clarkson: A Fractal Probability Distribution for Financial Risk Applications. http://www.actuaries. org/EVENTS/
Congresses/Cancun/afir_subject/afir 36 clarkson.pdf, s. 3. Odnos$ny fragment brzmi: ,,Oto przyjda siedm lat Zyznosci
wielkiej po wszystkiej ziemi Egiptskiej. Po ktorych nastapia drugie siedm lat takiego nieurodzaju, ze si¢ zapomni
wszystka obfito$¢ przeszta, gtod bowiem popsuje wszystke ziemie” (Pismo Swigte Starego i Nowego Testamentu.
Michat Gliicksberg, Warszawa 1874, Rdz 41:29-30, s. 51).

J. Beran: Statistics for Long-Memory Processes. Chapman & Hall, New York et al. 1994, s. 42.

B. Mandelbrot: Statistical Methodology for Nonperiodic Cycles: From the Covariance to R/S Analysis. ,,Annals of
Economic and Social Measurement”, Vol. 1, No. 3 July 1972, s. 266-267. Mandelbrot wprowadzit jeszcze dwie ty-
pologie, a mianowicie I'-zalezno$¢ oparta na korelacji przesztych i przysztych $rednich oraz R/S-zalezno$¢ oparta na
przeskalowanym zasig¢gu, jednak w niniejszej monografii nie beda one wykorzystywane (zob. ibid. oraz B. Mandelbrot:
Robustness of the Rescaled Range R/S in the Measurement of Noncyclic Long Run Statistical Dependence. ,,Water
Resources Research”, Vol. 5, No. 5 October 1969, s. 974-975).

16
16.

[
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jest skonczona. Przedstawiona C-tetrachotomia jest o tyle wygodniejsza od klasyfikacji Berana,

ze akcentuje réwniez specyfike utamkowego ruchu Browna dla 0 < H < % .

Utamkowy ruch Browna cechuje si¢ wlasno$ciami unifraktalnymi'®* — jest on bowiem pro-
cesem samopodobnym z parametrem samopodobienstwa wynoszacym H. Z tego tez wzgledu
obcigzone btadzenie przypadkowe stato si¢ jednym z dwoch fundamentalnych proceséw wyko-
rzystywanych w teorii rynku fraktalnego. Uogolniajac bowiem model Samuelsona-Osborne’a na
przypadek wystepowania zaleznosci stop zwrotu, mozna zapisac, ze'®:

_ j_lH»(SB:"
S, =S,e .

Przedstawiony model ma t¢ zasadniczg zalete, ze zdecydowanie lepiej odpowiada rzeczywistym
fluktuacjom na rynkach finansowych, co zostalo potwierdzone w wielu badaniach dotyczacych
roznych rynkow: towardw, akcji, indeksow gieldowych czy nawet energii elektrycznej'*. Jedno-
cze$nie positkujac si¢ nim, dostarczono materiatu dla poréwnan i analiz dotyczacych m.in. hipo-
tezy bladzenia losowego, dojrzato$ci czy efektywnosci rynkdéw!'®’, w istotny sposob poglebiajac
wiedz¢ o funkcjonowaniu rynkow finansowych. Mimo to model cechuje si¢ istotnym manka-
mentem: istnieje w nim mozliwo$¢ dokonywania transakeji arbitrazowych'®®. Z ekonomicznego
punktu widzenia sytuacja taka jest niedopuszczalna, poniewaz osiaganie zysku bez ponoszenia
ryzyka jest nieuzasadnione. Jest to istotna wada omawianego modelu, ktora jednak moze zosta¢

164 B Mandelbrot: The inescapable need for fractal tools in finance. ,,Annals of Finance”, Vol. 1, No. 2 April 2005, s. 194.
165 A. Weron, R. Weron: Inzynieria finansowa. WNT, Warszawa 2009, s. 352.
166 Zob. dla towaréw np. G. Booth, F. Kaen, P. Koveos: Persistent Dependence in Gold Prices. ,,The Journal of Financial
Research”, Vol. 5, No. 1 Spring 1982 czy R. Buta: Wplyw kryzysu finansowego na oszacowania wyktadnika Hursta
— analiza fraktalna cen wybranych metali. [W:] J. Grzywacz, S. Kowalski (red.): Gospodarka rynkowa w warunkach
kryzysu. Wyd. PWSZ w Ptocku, Ptock 2012 oraz R. Buta: Fluktuacje cen towarow rolnych w §wietle analizy fraktalne;j.
[W:] Gotebiewska B.: Wyzwania wspotczesnej gospodarki — aspekty teoretyczne i praktyczne. Wydawnictwo Szkoty
Glownej Gospodarstwa Wiejskiego, Warszawa 2015. Dla indeksow gietdowych i akcji zob. np. E. Peters: Fractal Struc-
ture in the Capital Markets. ,,Financial Analysts Journal”, Vol. 45, No. 4 July-August 1989; E. Peters: R/S Analysis
Using Logarithmic Returns. ,,Financial Analysts Journal”, Vol. 48, No. 6 November-December 1992; S. Danilenko:
Hurst Analysis of Baltic Sector Indices. [In:] L. Sakalauskas, C. Skiadas, E. Zavadskas (eds.): ASMDA-2009 Selec-
ted papers. Technika, Vilnius 2009; S. Danilenko: R/S financial market analysis. ,,Lietuvos matematikos rinkinys”,
No. 48-49/2008; M. McKenzie: Non-Periodic Australian Stock Market Cycles: Evidence from Rescaled Range Ana-
lysis. ,,Economic Record”, Vol. 77, No. 239 December 2001; A. Razdan: Scaling in the Bombay stock exchange index.
,,Pramana — Journal of Physics”, Vol. 58, No. 3 March 2002; D. Nawrocki: R/S Analysis and Long Term Dependence in
Stock Market Indices. ,,Managerial Finance”, Vol. 21, No. 7/1995; S. Da Silva, 1. Gleria, R. Matsuhita, A. Figueirego:
Hurst exponents, power laws and efficiency in the Brazilian foreign exchange market. ,,Economics Bulletin”, Vol. 7,
No. 1/2007. Dla walut zob. m.in. R. Buta, K. Pera: Fractal features of Russian ruble exchange rates. [W:] H./1. Eneuknit
(red).: IIpoGnembl 1 TeHAEHIIMHN TpaHC(HOpMALU MUPOBOI SkoHOMUKH. M3narensckuii nentp JAI'TY, Pocros-Ha-/{oHy
2015. Dla cen energii elektrycznej zob. np. R. Weron, B. Przybylowicz: Hurst analysis of electricity price dynamics.
~Physica A”, Vol. 283/2000; R. Weron: Measuring long-range dependence in electricity prices. [In:] H. Takayasu:
Empirical Science of Financial Fluctuations. Springer, Tokyo 2002.
J. Matos, S. Gama, H. Ruskin, A. Sharkasi, M. Crane: Time and scale Hurst exponent analysis for financial markets.
~Physica A”, No. 387/2008; T. Matteo, T. Aste, M. Dacorogna: Scaling behaviors in differently developed markets.
,,Physica A”, Vol. 324/2003; D. Papla: Zastosowanie analizy R/S jako metody badania btadzenia losowego. ,,Prace Na-
ukowe Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu”, nr 813/1999; K. Zeug-Zebro: Uwagi o statystyce BDS i wyktadniku
Hursta w odniesieniu do danych gietdowych. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej im.
Karola Adamieckiego w Katowicach”, nr 50/2008; K. Zeug-Zebro: Metody odrézniania deterministycznych szeregow
czasowych od losowych. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego
w Katowicach”, nr 56/2010; M. Beben, A. Ortowski: Correlations in financial time series: established versus emerging
markets. ,,European Physical Journal B”, No. 20/2001.
168 B, Mandelbrot: When Can Price be Arbitraged Efficiently? A Limit to the Validity of the Random Walk and Martingale
Models. ,,The Review of Economics and Statistics”, Vol. 53, No. 3 August 1971, s. 231.

167

2.1. Teoria rynku fraktalnego — istota i znaczenie dla pomiaru ryzyka inwestycji finansowych | 65



wyeliminowana poprzez uwzglednienie faktu, ze model 6w (jak kazdy) jest jedynie proba przybli-
zenia rzeczywisto$ci. Mechanizm arbitrazowy jest bowiem skuteczny w przypadku, gdy trajektorie
procesu sg ciagle, a tak nie jest w rzeczywistosci. Zatem wspomniany zarzut dotyczacy modelu
matematycznego nalezy podtrzymac, cho¢ nie ma on odniesienia do rzeczywistosci. Dlatego tez
wydaje si¢, ze dotychczasowe badania empiryczne sg dostatecznym argumentem za wykorzysty-
waniem utamkowego ruchu Browna do modelowania cen instrumentow finansowych.

Teoretycznego uzasadnienia ekonomicznego dla wykorzystania obcigzonego bladzenia losowe-
go dostarcza opisana uprzednio koncepcja Heinera, Kaena i Rosenmana. Wérdd argumentow prze-
mawiajgcych na korzy$¢ tego modelu mozna takze wymieni¢ rozwazania Franka Taussiga, ktory
zauwazyl, ze ze wzgledu na mozno$¢ wystgpowania roznych oczekiwan inwestoréw spadek cen
nie musi wywolywaé wzrostu popytu i zmniejszania si¢ podazy, lecz w przewidywaniu dalszych
spadkdéw cen moze prowadzi¢ do spadku popytu i wzrostu podazy, a tym samym do dalszych,
indukowanych obnizek ceny!'®. W jego ujeciu wokdt ceny réwnowagi istnieje pewien obszar,
w ktorym ceny mogg wahac si¢, nie dazac do niej. Odpowiedzialny za to zjawisko moze by¢ m.in.
opisany mechanizm, powodujacy powstanie serii jednokierunkowych zmian cen. Do podobnych
konkluzji doszli takze Holbrook Working oraz Arnold Larson'”. Na potencjalne wystgpowanie
pewnego ,.korytarza wahan” z ujemnymi korelacjami przy zblizaniu si¢ do barier ,,korytarza”
wskazywat Paul Cootner'”'. Z kolei wyjasnienie Petersa odnoszace si¢ do kwestii zwigzanych
z plynno$cig wydaje si¢ mie¢ wicksze zastosowanie w przypadku postugiwania si¢ rozktadami
a-stabilnymi. Wspomniane modele stanowig jednak pewne skrajnosci —w przypadku utamkowego
ruchu Browna zachowane jest zatozenie o gaussowskim charakterze stop zwrotu przy odrzuceniu
warunku moéwigcego o ich niezaleznosci. Z kolei w modelu Pareto-Lévy’ego-Mandelbrota stopy
zwrotu sg zmiennymi losowymi niezaleznymi, lecz o nieskonczonej wariancji. Wydaje si¢ prawdo-
podobne, ze rzeczywisty proces cen czy stop zwrotu z instrumentoéw finansowych wykazuje cechy
jednego i drugiego modelu'™. Najprostszym procesem tgczgcym wiasno$ci obydwu omawianych
jest ulamkowy ruch Lévy’ego, okreslony jako!”:

0 t
Ly ()= Ly (0)= [ (t=5)"" =(=s)"" JdL, (s)+ [(t=5)" " dL, (5),
s 0

gdzie L, (t) jest symetrycznym procesem Lévy’ego o wyktadniku o, 0 <H <1. Proces ten

wykazuje zarobwno nieskonczong wariancjg, jak i zalezno$¢ pomigdzy przyrostami'™, przy czym

. . 1 . 1 . . .
zaleznosci sg dodatnie dla H > — | za$ ujemne dla H <— . Co wigcej, wykazuje on pozadane
o o

wlasno$ci fraktalne.

169 F. Taussig: Is Market Price Determinate? ,, The Quarterly Journal of Economics”, Vol. 35, No. 3 May 1921, s. 396-405.

170 H. Working: A Theory of Anticipatory Prices. ,,The American Economic Review”, Vol. 48, No. 2 May 1958; A. Larson:
Measurement of a Random Process in Futures Prices. [In:] P. Cootner (ed.): Op. cit.

171 P, Cootner: Stock Prices: Random vs. Systematic Changes. [In:] P. Cootner (ed.): Op. cit.

172 Mandelbrot zauwaza, ze ,,(...) dzi$, ekonomia i finanse musza by¢ zdecydowanie odrozniane: utamkowy ruch Browna
moze by¢ prawdopodobnie stosowany w ekonomii, lecz nie w finansach” (przynajmniej nie w klasycznej postaci;
B. Mandelbrot: Global (long-term) dependence in economics and finance. [In:] B. Mandelbrot: Gaussian Self-Affinity
and Fractals. Springer, New York 2001, s. 603).

1733, Mercik, K. Weron, K. Burnecki, A. Weron: Enigma of Self-Similarity of Fractional Lévy Stable Motions. ,,Acta
Physica Polonica B”, Vol. 34/2003, s. 3777. Czasami proces ten jest definiowany z wykorzystaniem czynnika stan-
daryzujacego (C. Franzke, T. Graves, N. Watkins, R. Gramacy, C. Hughes: Robustness of Estimators of Long-Range
Dependence and Self-Similarity under non-Gaussianity. ,,Philosophical Transactions of the Royal Society A”, Vol. 370,
No. 1962 March 2012, s. 1255).

174 M. Taqqu, V. Teverovsky: On Estimating the Intensity of Long-Range Dependence in Finite and Infinite Variance Time
Series. [In:] R. Adler, R. Feldman, M. Taqqu (eds.): A Practical Guide to Heavy Tails. Birkh&user, Basel 1998, s. 182.
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Dotychczas omawiane modele mozna sklasyfikowaé ze wzgledu na wartosci wspotczynnika
charakterystycznego oraz wspolczynnika samopodobienstwa.

Tab. 2. Klasyfikacja wybranych procesow fraktalnych

Wspolezynnik Wspotczynnik charakterystyczny
samopodobienstwa O<o<? a=2
H 1 * utamkowy ruch Lévy’ego » utamkowy ruch Browna
o » utamkowy szum Lévy’ego | ¢ utamkowy szum Browna
He 1 * ruch Lévy’ego * ruch Browna
o * szum Lévy’ego * szum biaty

Zrédto: S. Mercik, K. Weron, K. Burnecki, A. Weron: Enigma of Self-Similarity of Fractional Lévy Stable Motions. ,,Acta Physica
Polonica B”, Vol. 34/2003, s. 3778.

Mimo Ze obejmuja one relatywnie szeroka klase proceséw, to jednak nie wyczerpuja wszyst-
kich mozliwosci, zwlaszcza jezeli przyja¢ rozrdznienie pomigdzy czasem handlowym a czasem
rzeczywistym. Ich wspolng cecha pozostaje jednak fraktalny charakter. Jak juz wspomniano, kla-
syczne miary ryzyka sg adekwatne wowczas, gdy przyjmiemy za obowigzujacy model Samuelso-
na-Osborne’a. W pozostatych przypadkach beda one dawaé btedne wskazania (np. powszechnie
wykorzystywane do przeliczania odchylenia standardowego dla réznych okresow t,,t, >0 prawo

o'=0o {—2 przestaje obowigzywac'”, jezeli wlasciwym procesem stochastycznym do modelowa-
tl

. . o 1 . .
nia stop zwrotu jest utamkowy proces Browna z wyktadnikiem H # > ), badz nie beda w ogole ist-

nieé (przypadek odchylenia standardowego dla niegaussowskich rozktadéw a-stabilnych). Z tego
tez wzgledu konieczne jest wypracowanie nowych miar uzupetniajacych mierniki klasyczne, tak
by proces kwantyfikacji ryzyka inwestycyjnego nie prowadzit do nietrafionych decyzji inwesty-
cyjnych. Zdaniem autora warunki te spetnia wymiar fraktalny.

2.2. Problemy pomiaru ryzyka inwestycji
na fraktalnym rynku finansowym

Problematyka niepewnosci i ryzyka inwestycyjnego zostata po raz pierwszy szerzej poruszona w li-
teraturze naukowej w latach dwudziestych ubiegtego stulecia, w pracy Franka Knighta poswig-
conej uwarunkowaniom prowadzenia dziatalnosci gospodarczej w sytuacji braku pewnosci. Jego
rozréznienie pomiedzy niepewnoscia niemierzalng (sensu stricte) a mierzalng (tj. ryzykiem)'”

175 K. Pera, R. Buta, D. Mitrenga: Modele inwestycyjne. C.H. Beck, Warszawa 2014, s. 56.

176 Praktyczna roznica pomiedzy tymi dwoma kategoriami — ryzykiem i niepewnos$cia — jest taka, ze w pierwszej sytuacji
rozktad wynikéw w grupach przypadkow jest znany (...), podczas gdy w odniesieniu do niepewnosci nie jest to prawda
(...)” (F. Knight: Op. cit., s. 233). Zob. takze E. Peters: Simple and Complex Market Inefficiencies: Integrating Efficient
Markets, Behavioral Finance, and Complexity. ,,The Journal of Behavioral Finance”, Vol. 4, No. 4/2003, s. 226-227.
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stato sie powszechne i obowigzujace, jednak dopiero prace Bruno de Finettiego'”” i Harry’ego

Markowitza'”® zapoczatkowaty okres wzmozonych dociekan nad kwestig ryzyka inwestycyjnego.

W poczatkowym okresie rozwoju wspolczesnej teorii finansd6w rozpowszechnionym sposobem
oceny atrakcyjnos$ci inwestycji finansowych byly porownania oparte na wartosci oczekiwane;j sto-
py zwrotu i wariancji (badz odchyleniu standardowym) stopy zwrotu zgodnie z koncepcjg granicy
efektywnej w sensie Markowitza, wzglednie innymi kryteriami opierajacymi si¢ na zblizonym
rozumieniu miar ryzykowno$ci'”. Zwigkszone zainteresowanie wspomniang problematyka dopro-
wadzito do wszechstronnego rozwoju teorii ryzyka inwestycji, w ktorego trakcie odkryto rozmaite
niedostatki dotychczasowego podej$cia. Wsrod proponowanych rozwigzan do najcickawszych
i najbardziej spojnych nalezy podejscie zaprezentowane przez Michaela Rothschilda i Josepha
Stiglitza.

Fundamentalnym zagadnieniem w rozwazaniach Rothschilda i Stiglitza jest kwestia uznania
jednej z dwoch zmiennych losowych za obarczong wickszym ryzykiem. Rozwazaja oni cztery
mozliwosci. W pierwszym podej$ciu zmienna losowa Y jest uznawana za bardziej ryzykowna od
zmiennej losowej X, wowczas gdy zmienna losowa Y jest sumg zmiennej X oraz szumu, tj.:

d
Y=X+2Z,

przy czym E (Z|X) =0 (skad wynika, ze obydwie zmienne losowe cechujg si¢ tym samym pozio-
mem nadziei matematycznej)'®.

Innym sposobem okreslenia, ktora zmienng nalezy uznac za bardziej ryzykowna (przy zatozeniu,
Ze maja one t¢ sama warto$¢ oczekiwang), jest zbadanie, czy dla dowolnej funkcji uzytecznosci in-
westora cechujacego si¢ awersja do ryzyka (tj. o wklestej funkcji uzytecznosci) zachodzi zaleznosé:

EU(X)>EU(Y).
W takiej sytuacji za obarczong mniejszym ryzykiem nalezy uzna¢ zmienng losowa X. Jest to o tyle
naturalne, ze inwestor kierujacy si¢ zasada maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci w tej sytua-
cji wybralby wypftate czy stope zwrotu opisang wlasnie za pomoca tej zmienne;j.

Koncepcjg zwigzang niejako z wlasnoscig rozktadow a-stabilnych jest kryterium dyskrymi-
nacyjne wykorzystujace pojecie grubych ogonéw. W tym ujeciu zmienna losowa powstajaca po-
przez takie przeniesienie czg¢éci prawdopodobienstwa opisujacej obszar rozktadu wokot $redniej,
ze nadzieja matematyczna nie ulega zmianie, a nastgpuje ,,pogrubienie” ogondéw — jest bardziej
ryzykowna niz pierwotnie rozwazana zmienna losowa.

Czwartg metodg uporzadkowania zmiennych losowych ze wzgledu na niesiony przez nie po-
ziom ryzyka jest wspomniane juz poshugiwanie si¢ wariancja w sytuacji, gdy zmienne losowe
cechujg si¢ tg samg wartoscia Srednig. Rozwazajac teraz zbidr dystrybuant dla przedziatu <O,1>
i relacje cze$ciowego porzadku okreslone na tym zbiorze wprowadzone z wykorzystaniem przed-
stawionych uprzednio okreslen, Rothschild i Stiglitz pokazali, ze uporzadkowanie dystrybuant
nie zmieni si¢, niezaleznie od tego, z ktdrej z pierwszych trzech definicji korzystac'®!. Sg one

177 L. Barone: Bruno de Finetti and the Case of the Critical Line’s Last Segment. ,,Insurance: Mathematics and Economics”,
Vol. 42, No. 1 February 2008.

178 H. Markowitz: Portfolio Selection. ,,The Journal of Finance”, Vol. 7, No. 1 March 1952.

179 Zob. np. A. Roy: Safety First and the Holding of Assets. ,,Econometrica”, Vol. 20, No. 3 July 1952.

180 Autorzy poczatkowo przyjmowali, Ze zmienne X i Z sa jedynie nieskorelowane (M. Rothschild, J. Stiglitz: Increasing
Risk: I. A Definition. ,,Journal of Economic Theory”, Vol. 2, No. 3 September 1970, s. 225, przyp. 3). Jeszcze silniejszy
jest warunek gtoszacy, ze X i Z s niezalezne (a warto$¢ oczekiwana Z wynosi 0).

181" Jak wynika z rozwazan Jamesa Quirka i Rubina Saposnika, warunki te sa ekwiwalentne dominacji stochastycznej pierw-
szego rzedu (zob. J. Quirk, R. Saposnik: Admissibility and Measurable Utility Functions. ,,The Review of Economic
Studies”, Vol. 29, No. 2 February 1962, s. 141 oraz J. Hadar, W. Russell: Rules for Ordering Uncertain Prospects. ,,The
American Economic Review”, Vol. 59, No. 1/1969).
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zatem ekwiwalentne (w sensie rozwazanej relacji czeSciowego porzadku). Z kolei relacja porzad-
ku wprowadzona z wykorzystaniem pojecia wariancji ma t¢ zalete, ze pozwala jednoznacznie
stwierdzi¢ dla dowolnej pary zmiennych losowych, ktdra z nich jest bardziej ryzykowna (w rozu-
mieniu naszego kryterium). Pozostate okreslenia sg jej pozbawione, lecz w opinii tworcow fakt,
ze relacja zwigzana z wariancja jest spojna, moze prowadzi¢ do fatszywych wskazan. Ze wzgledu
na omawiane wilasnosci rozkladow a-stabilnych propozycja Rothschilda i Stiglitza wydaje si¢
uzyteczna'®?, jednak dalsza analiza pozwala poda¢ w watpliwo$¢ jej przydatno$¢. Zasadniczg wada
wspomnianych uporzadkowan jest bowiem fakt, Ze odnoszg si¢ one do pojedynczych zmiennych
losowych, a nie procesow stochastycznych, i miatyby zastosowanie, gdyby stopy zwrotu w ko-
lejnych okresach byly niezalezne i o identycznym rozktadzie. Jednak w sytuacji wystepowania
rozmaitych zaleznos$ci w czasie pomigdzy stopami zwrotu 6w sposdb oceny ryzykownosci staje
si¢ mato uzyteczny. Konieczne jest zatem positkowanie si¢ miarg, ktora nie odnosi si¢ do poziomu
ryzyka w danym momencie, lecz ktora pokazuje jego fluktuacje w czasie. Takim miernikiem jest
Ww opinii autora wymiar fraktalny.

2.2.1. Wymiar fraktalny jako proponowana miara ryzyka inwestycji
finansowych

W celu uzasadnienia, ze wymiar fraktalny moze, a dla poprawnos$ci analizy i formulowanych
wnioskow wrecz niezbedne jest by byt traktowany jako co najmniej uzupetniajaca miara ryzyka,
nalezy odwota¢ si¢ do przedstawionej uprzednio klasyfikacji proceséw stochastycznych. W dal-
szym ciggu bedziemy rozwazaé dla uproszczenia wywoddw procesy o samopodobnych i stacjonar-
nych przyrostach (H-ssi-si) ze wspotczynnikiem samopodobienstwa rownym H. Wspotczynnik ten
bywa nazywany wyktadnikiem Hursta, pokazujac relacj¢ pomigdzy wspotczynnikiem skalowania
na osi czasu a wspolczynnikiem skalowania na osi wartosci zmiennej niezaleznej. Wykladnik
Hursta jest $ci$le zwigzany z wymiarem pudetkowym wykresu danej funkcji czy trajektorii pro-
cesu stochastycznego, co mozna wykazac, positkujac si¢ metoda pudetkowa obliczania wymiaru
fraktalnego'®.

W pierwszej kolejnosci pokrywamy wykres funkcji siatka kwadratowa o boku ¢ i zliczamy kwa-

draty majace co najmniej jeden punkt wspolny z wykresem ( N, (X)). Nastepnie rozwazamy siatke
d
kwadratowa o boku k-krotnie mniejszym'**. Jako ze X (t, +£)-X(t, )=k " [ X(t, +&)-X(t,)]
(z whasno$ci samopodobienstwa i stacjonarnosci przyrostow procesu), a zatem przecigtny rozstep dla
przyrostu X (t, +£)—X(t,) jestrowny przecigtnemu rozstgpowi dla przyrostu X (t, +&)—X(t,)
podzielonemu przez k' . Stad tez liczba kwadratow potrzebnych do pokrycia wykresu trajektorii
Nc (X<lo,to+£> )
kH
k-krotnej), tj. wyniesie teraz k' "N, (X<

. . 1 . ..
w przedziale <t0 b+ f) wyniesie : m (bowiem takze bok kwadratu ulega redukcji

>). Poniewaz przedziat (t,,t,+¢) sklada si¢

ty,to+€,

182 Rothschild i Stiglitz probowali ja stosowaé takze do rozwigzania problemu doboru akcji do portfela czy okreslenia
optymalnych rozmiaréw produkcji przedsigbiorstwa (zob. M. Rothschild, J. Stiglitz: Increasing Risk: II. Its Economic
Consequences. ,,Journal of Economic Theory”, Vol. 3, No. 1 March 1971).

183 R. Voss: Random Fractal Forgeries. [In:] R. Earnshaw: Fundamental Algorithms for Computer Graphics. Springer,
Berlin 1991, s. 816-817.

184 W literaturze najczesciej rozwazany jest przypadek, gdy k =2 (zob. A. Mastalerz-Kodzis: Modelowanie..., op. cit., s. 47).

2.2. Problemy pomiaru ryzyka inwestycji na fraktalnym rynku finansowym | 69



z k nienaktadajacych si¢ przedziatéw o dlugosci -, zatem liczba kwadratéw potrzebnych do pokry-
cia wykresu trajektorii w przedziale (t,, t, + &) wzrosniedok - k' "N, (XWWQ ) =k>"N, (XWWQ )
Zatem liczba kwadratéw niezbednych do pokrycia calej trajektorii wzro$nie do k>N, (X),

tj. k> "-krotnie. Po n podziatach liczba kwadratéw wyniesie k"(sz)Ng (X) przy boku siatki kwa-

dratowej rownym --. Zatem:

=2-H.

Ink"*N (X 2-H)lnk+InN (X
dimy (X) = lim K Ne(X) _p n2-H)ink+ N (X)
n—o0 InX n—® nlnk-Ing

Wymiar pudelkowy pokazuje zatem, jakie jest tempo zmian funkcji czy trajektorii procesu
stochastycznego. Jest to takze zasadniczy argument przemawiajacy za wykorzystaniem w anali-
zach — spo$rod omawianych w poprzednim rozdziale wymiaréw — wlasnie wymiaru pudetkowego.
Ponadto, jak zostanie pokazane dalej, wymiar pudetkowy ma czytelng interpretacje ekonomicz-
na, dlatego tez w niniejszej pracy w analizach empirycznych postanowiono positkowac si¢ przede
wszystkim konstrukcja Minkowskiego-Bouliganda.

Powyzsze spostrzezenie jest kluczowe z punktu widzenia zastosowania wymiaru fraktalnego
jako miary ryzyka inwestycyjnego. Jak bowiem zauwazono'®®, odchylenie standardowe i inne
klasyczne miary ryzyka sa miernikami, ktore mozna okresli¢ jako statyczne. Ich znajomosé¢ dla
okreséw o zadanej dlugosci nie pozwala nic powiedzie¢ o ksztattowaniu si¢ tych wielkosci w przy-
padku okresow o odmiennych dlugosciach. Dla okreslenia takowych niezbedne jest poczynienie
pewnych arbitralnych zatozen — czy raczej uznanie za prawdziwa okreslonej hipotezy dotyczacej
odnos$nych relacji intertemporalnych. W sytuacji postugiwania si¢ hipoteza o jednolitym ksztalto-
waniu si¢ wyktadnika samopodobienstwa w populacji instrumentéw finansowych na poziomie %
dalsze analizy wymiaru fraktalnego staja si¢ zbedne. Jednak zdaniem autora hipoteza owa nie jest
prawdziwa (procedura falsyfikacji zostanie opisana w dalszej czegsci pracy). Co wigcej, nie wydaje
si¢, by prawdziwa byla takze hipoteza stabsza, cho¢ dalej relatywnie restrykcyjna, gloszaca, ze po-
ziom wyktadnika samopodobienstwa jest jednolity w populacji instrumentéw finansowych (cho¢
niekoniecznie musi on by¢ rowny %2). W rzeczywistosci bowiem (co autor postara si¢ pokazac)
rézne instrumenty finansowe cechuja si¢ odmiennym poziomem wyktadnika samopodobienstwa,
co sprawia, ze kwestia oceny ryzyka inwestycyjnego z nimi zwigzanego staje si¢ zdecydowanie
mniej klarowna niz w modelach tradycyjnych. Wydaje si¢ jednak, ze owa hipoteza jest zdecydo-
wanie blizsza rzeczywistym fluktuacjom cen niz eleganckie i relatywnie proste, lecz nie do konca
oddajace stopien skomplikowania mechanizméw rynku finansowego zatozenia.

Nalezy jednak podkresli¢, Ze autor niniejszej pracy nie proponuje odrzucenia tradycyjnych miar
ryzyka na korzy$¢ wymiaru fraktalnego. Wymiar fraktalny oddaje bowiem charakter fluktuacji
miar tradycyjnych w czasie, nie wskazujac jednak bezposrednio na ich bezwzglgdny poziom. Nie
jest albowiem prawdziwa hipoteza, ze ,,Aby zunifikowac¢ obszar dziatania obu miernikéw, mozna
wyznaczy¢ wymiar fraktalny zlogarytmowanych kursow”'® — ktore to dziatanie jest przeciwsta-
wiane przez Autorke szacowaniu wymiaru fraktalnego szeregu kursow i odchylenia standardowego
logarytmicznych stop zwrotu. Jak zostanie dowiedzione, wymiar fraktalny determinuje poziom ry-
zykowno$ci inwestycji (w sytuacji gdy rozne instrumenty finansowe cechujg si¢ jego odmiennym
poziomem) wytacznie w przypadku, gdy rozpatrywany horyzont inwestycyjny jest nieskonczenie

185 M. Zwolankowska: Fraktalna geometria polskiego rynku akcji. Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Szczecinskiego,
Szczecin 2001, s. 113.
186 Tbid., s. 114.
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krotki lub nieskonczenie dtugi. Rezultaty analiz uzyskane dla wskazanych warunkéw brzegowych,
cho¢ majg istotne znaczenie teoretyczne, to jednak ze wzgledu na fakt, Ze horyzonty inwestycyjne
maja nie tylko skonczona, lecz takze pewna minimalng dtugos¢, sa mniejszej doniostosci prak-
tycznej. Wowczas znaczenia nabierajg dodatkowe miary uwzgledniajace bezwzgledny — a takze
statyczny — poziom ryzyka, do ktorych nalezg wspomniane miary tradycyjne.

W pismiennictwie relatywnie rzadko podnoszony jest problem zalezno$ci pomi¢dzy poziomem
ryzyka inwestycyjnego a poziomem wymiaru fraktalnego. W publikacjach, w ktorych zwrécono
na niego uwagg (cho¢ zwykle bardzo lakonicznie), zgodnie stwierdza sig, ze relacja owa jest jedno-
kierunkowa: wzrost wymiaru fraktalnego ma $wiadczy¢ o wzro$cie poziomu ryzyka inwestycyjne-
go, zas$ jego spadek — 0 zmniejszaniu si¢ ryzykowno$ci inwestycji'®’. Uzasadnienie — ktore glebiej
przedstawita w swej niezmiernie istotnej pracy jedynie Malgorzata Zwolankowska — opiera si¢ na
wykorzystaniu pojgcia rozstepu skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu (badz kurséw) dla
danego szeregu czasowego.

W pierwszej kolejnosci nalezy rozwazy¢ dang funkcje f (x) (dla uproszczenia analizowang na
przedziale <0,1>). Zamiast bada¢ pokrycie z wykorzystaniem siatki kwadratowej lub za pomoca
kot, rozpatruje sig g-oscylacje v(x,):

v(x,e)= sup f(x')- inf f(x'),
x'eR,(x) x'eR,(x)
gdzie R, (x) = {s € <0,1> : |x - s| < 8} . Wowczas e-wariacja funkcji jest dana jako:
1
V(e f)= IV(X,E)dx .
0
Dubuc et al. pokazali, ze wymiar fraktalny wykresu funkcji mozna szacowac z wykorzystaniem
e-wariacji (metoda wariacyjna):
InV (8, f )
dim x,y):xe(0,1),y=f(x){)=2-lim———=.
() x @ty =r () =2 tim 20
Przedstawiona rdéwnos¢ stata si¢ punktem wyjsciowym rozwazan Zwolankowskiej, ktora z kolei
dowodzita, ze metode wariacyjng mozna zastgpi¢ efektywnicjszag metoda segmentowo-waria-
cyjna, nadajacg jednoczesnie czytelng interpretacje ekonomiczng kalkulowanym wielko$ciom!'®.
W jej ujeciu e-oscylacje i e-wariacje sg eliminowane poprzez podziat wykresu funkcji na segmenty
(dla uproszczenia zaktadamy, Ze zmienna niezalezna zostata przeskalowana tak, by badany wykres
byl okreslony na przedziale (0,1))'". Wowczas dla danego Ax = ¢ obliczamy rozstgp w kazdym

z segmentow, tj. dla przedzialow postaci <(k - l)a, k8> ,k=1,2,..., [ﬂ , a takze w przedziale ostat-
nim o dlugosci 1— s[ﬂ :

h,= max f(x)- min f(x), k=12,.[1]

xe<(k—l)s,k£> xe<(k—])s,ks>

187 Zob. M. Zwolankowska: Wymiar fraktalny jako miara zmiennoéci stopy zwrotu. ,,Zeszyty Naukowe Uniwersytetu
Szczecinskiego”, nr 306/2000, s. 268; T. Wascinski, G. Przekota: Wybrane problemy oceny ryzyka zmian cen akcji za
pomoca miar klasycznych i nieklasycznych. ,,Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Przyrodniczo-Humanistycznego w Siedl-
cach”, nr 95/2012, s. 81-82.

188 Za: M. Zwolankowska: Metoda segmentowo-wariacyjna. Nowa propozycja szacowania wymiaru fraktalnego. ,,Przeglad
Statystyczny”, z. 1-2/2000.

139 Dowéd, Ze postepowanie to nie wptywa poziom rzeczywistego i szacowanego wymiaru fraktalnego, zostanie przedsta-
wiony w nastepnym rozdziale (zob. s. 109).
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oraz
h[é = max f(x)—xer<rs1[i%r]1,l>f(x) )

Oznaczajac wowczas przez I, (X) pole wszystkich prostokatow ograniczonych w kazdym seg-
mencie warto$cig minimalng i maksymalng funkcji:

(1]
L (X)=2 heethy, (1-¢[1])
k=1
wymiar fraktalny mozna obliczac jako:

InT (X
dimg (X) =2~ fim ML= (X).
0 Ing
Z powyzszej zalezno$ci wnioskujemy, ze dla € - 0 wielkosci I, (X) oraz g m®) sa tego
samego rzedu, tj.:

1—‘- (X) - 82—dimR(X) )
(]
Poniewaz I', (X)= th8+h[i]+1 (1—8[%]) , zatem mozemy @', (X) traktowac¢ jako $rednig
k=1 ¢

warto$¢ rozstepu danej funkcji dla segmentow o dhugosci €: T, (X) = HS. Stad wynika, ze
HE ~ g7 ™) A zatem (oznaczajac dhugo$¢ segmentu przez T oraz odchodzac od uproszczonej

analizy dla x €(0,1))"":
Hl L 2-dimy (X)
h T, '

Pt

Rys. 30. Idea metody
segmentowo-wariacyjnej
szacowania wymiaru fraktalnego
t dla cen akcji

Zr6dto: Opracowanie whasne.

19 Uogolniona posta¢ zaleznosci przedstawionej przez Zwolankowska w: M. Zwolankowska: Wykorzystanie wymiaru
fraktalnego w ocenie ryzyka inwestycji gietdowych. [W:] T. Trzaskalik (red.): Modelowanie preferencji a ryzyko *99.
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola Adamieckiego w Katowicach, Katowice 1999.
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InT, (X) InT, (X)

Na podstawie wzoru dim, (X)=2- lim 1 =2+lim i jego rozwiniecia dla
£ ne £
o . Inh, o . .
metody segmentowo-wariacyjnej dimg (X) =2+ llrrol 0 formulowany jest interesujacy wnio-
£ n;

sek, a mianowicie, ze wzrost przeci¢tnego rozstgpu HE skutkuje wzrostem wymiaru fraktalne-
£0"!. Na tej podstawie prezentowana jest konkluzja, ze szeregi czasowe cechujace si¢ wyzszym
wymiarem fraktalnym reprezentuja instrumenty o wyzszym poziomie ryzyka: ,,Jesli ryzyko
zdefiniujemy jako zmienno$¢ i przyjmiemy, Ze wigksza zmienno$¢ oznacza wigksze ryzy-
ko, to nizsze warto$ci wymiaru fraktalnego beda oznacza¢ nizsze ryzyko, a wyzsze wartosci
wymiaru fraktalnego wyzsze ryzyko”'*?, badz ,Im wymiar szeregu jest blizszy jedynki, tym
wykres szeregu jest bardziej gtadki, tym ryzyko zmian warto$ci szeregu jest mniejsze”'?. Takie
podejscie, bez uwzglednienia dlugosci horyzontu inwestycyjnego, prowadzi do absurdal-
nych wnioskéw. Przyktadowo, Witold Orzeszko positkujac si¢ metoda segmentowo-wariacyjna
(z opracowang przez Zwolankowska procedurg doboru dlugosci segmentoéw), uzyskat specyficzne
wyniki dla fluktuacji wybranych indekséw gietdowych w okresie 02.01.2001-03.04.2009 (dla
poziomow indeksu).

Tab. 3. Oszacowany wymiar fraktalny poziomow wybranych indekséw gietdowych w okresie 02.01.2001-03.04.2009
wg W. Orzeszki

Indeks Wymiar fraktalny
sWIG80 1,2840
mWIG40 1,3090
WIG 1,3580
WIG20 1,4360

Zrodio: W. Orzeszko: Wymiar fraktalny szeregow czasowych a ryzyko inwestowania. ,,Acta Universitatis Nicolai Copernici”,
2.397/2010, s. 66.

Zgodnie z logika powyzszego rozumowania Autor stwierdza, ze za najbardziej ryzykowne nalezy
uzna¢ inwestycje w sektor najwigkszych i najbardziej ptynnych spotek, tj. WIG20, za$§ najmniej
ryzykowne byto lokowanie srodkow w akcjach spotek matych i srednich. Wnioski te sa podobne,
jezeli positkowa¢ si¢ takze odchyleniem standardowym.

Powyzsze konkluzje budza jednak powazne watpliwosci. Wnioskowanie dedukcyjne nakazy-
watoby uznac¢ akcje spotek matych i srednich, bedace przedmiotem obrotu na stosunkowo mato
ptynnym rynku, w wigkszym stopniu narazone na trudnosci natury ekonomicznej za bardziej ryzy-
kowne niz akcje spotek duzych. Z tego tez wzgledu autor postanowit dogtebniej zbada¢ omawiang
relacje¢ i jej uzasadnienie teoretyczne.

191 Nalezy pamigta¢, ze poniewaz ¢ — 0 , zatem Ing <0 oraz Inh, <0, za$ In1>0.

192 G. Przekota: Szacowanie ryzyka zmian cen akcji metoda podziatu pola. ,,Problemy Zarzadzania”, Vol. 10, No. 4/2012,
s. 186-187.
193 A. Mastalerz-Kodzis: Modelowanie..., op. cit., s. 48.
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2.2.2. Autorskie podejscie do oceny ryzyka inwestycji finansowych
w oparciu o wymiar fraktalny

W pierwszej kolejnosci, zamiast odwolywa¢ si¢ do miar statycznych (odchylenia standardowe-
20), ktore ukazuja poziom ryzyka jedynie dla pewnego horyzontu inwestycyjnego, postanowiono

h 2-dimy (X)
zbadaé zwiagzek H_T ~ (—2] . Ustalajac za Zwolankowskg poziom T, jako jednostkowy,

T T

1
mozemy zapisac, ze: _
hy _ pr-dmgx)
1

Jako ze Hl jest dla danego instrumentu finansowego state, zatem z powyzszego wzoru widacd, ze
przyrost ryzyka wraz z wydtuzaniem si¢ dlugosci segmentu jest tym szybszy, im wymiar fraktalny
mniejszy. Jednocze$nie skracanie si¢ dtugos$ci horyzontu inwestycyjnego powoduje wowczas rela-
tywnie gwaltowny spadek przecigtnego rozstepu. Jezeli zapisa¢ powyzszg relacje¢ dla wzglednych
zmian dtugos$ci horyzontu inwestycyjnego, otrzymamy:
hT(l+p) ~ (l i p)Z—dimB (X)

h

co w przyblizeniu daje tempo zmian przecig¢tnego rozstepu na poziomie [2 —dim, (X)J p, ktore jest
tym wigksze, im wymiar fraktalny mniejszy. Jezeli zatem odwota¢ si¢ do aspektu dynamicznego,
to uznajac, ze mniej ryzykowne sg instrumenty o stabilniejszym poziomie przecigtnego rozstgpu
skumulowanych stdp zwrotu, omawiana relacja przedstawia si¢ odwrotnie, niz poprzednio przed-
stawiono. Istotne jest zatem, czy badamy poziom przecigtnego rozstepu, czy tez tempo jego zmian.

Przedstawiona analiza odnosi si¢ do fluktuacji poziomu ryzyka dla poszczeg6lnych instrumen-
tow wraz ze zmianami dlugosci horyzontu inwestycyjnego, nie dostarczajac jednak bezposrednich
przestanek, na ktorych mozna by oprze¢ proces pordéwnywania poziomu ryzyka pomigdzy nimi.
Zatdézmy zatem, ze naszym celem jest okreslenie, ktora z dwoch akcji: A czy B jest bardziej ry-
zykowna, wykorzystujac uprzednio omdéwione instrumentarium. Przyjmujemy, ze wymiar fraktal-
ny akcji A dimy (X, ) = A, jest wigkszy niz wymiar fraktalny akcji B dimy, (X, )= A, : A, > A,
W mysl sformutowan zaczerpnigtych z literatury przedmiotu za bardziej ryzykowna nalezatoby
uzna¢ akcje A, jako cechujacg si¢ wyzszym wymiarem fraktalnym. Jak zostanie wykazane, nie
jest to jednak odpowiedz poprawna.

W celu sformutowania stosownej hipotezy odno$nie do relacji pomiedzy szeregami czasowy-
mi o danym wymiarze fraktalnym celowe jest zbadanie fluktuacji szeregéw o znanym wymiarze.
W tym celu wykorzystano przyktadowe trajektorie utamkowego ruchu Browna dla ré6znych warto$ci
wymiaru pudetkowego: 1,1; 1,5 oraz 1,9 przy zatozeniu, ze odchylenie standardowe dla dziennej
stopy zwrotu jest jednakowe. Nastepnie dokonano symulacji i wygenerowano szeregi o 500 ob-
serwacjach pokazujacych ksztattowanie si¢ skumulowanej logarytmicznej stopy zwrotu w ciggu
jednego dnia oraz o$miu kolejnych kwartatow. (Zob. rys. 31132, s. 75)

Analiza przedstawionych wykreséw sktania do przyjecia hipotezy gloszacej, ze poziom zmienno-
$ci (a zatem w naszym ujeciu takze ryzyka) zwigzanego z instrumentem finansowym jest powigzany
z poziomem wymiaru fraktalnego szeregu czasowego skumulowanych logarytmicznych stép zwrotu.
Uszczegdlawiajac, mozna stwierdzié, ze postac tej relacji jest uzalezniona od dtugosci rozpatrywanego

s
T

19 Czy tez whasciwiej: wykresu skumulowanych logarytmicznych stép zwrotu z akcji A.
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Rys. 31. Przyktadowe
skumulowane logarytmiczne
stopy zwrotu z akcji dla
roéznych wartosci wymiaru
fraktalnego w ciggu jednego
dnia handlowego

Zrédio: R. Buta: Ryzyko inwestycji
a wymiar fraktalny. ,,Studia
Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe

Uniwersytetu Ekonomicznego
w Katowicach”, nr 155/2013, s. 454.

Rys. 32. Przyktadowe
skumulowane logarytmiczne
stopy zwrotu z akcji dla r6znych
warto$ci wymiaru fraktalnego

w ciagu o$miu kwartalow
Zrodto: R. Buta: Ryzyko inwestycji
a wymiar fraktalny. ,,Studia
Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe

Uniwersytetu Ekonomicznego
w Katowicach”, nr 155/2013, s. 456.

horyzontu inwestycyjnego. Wydaje si¢ przy tym, ze dla okresow dhugich szeregi czasowe o wickszym
wymiarze fraktalnym cechuja si¢ nizszym poziomem ryzyka, zas dla okresow krotkich — wyzszym.

Punktem oparcia dla pokazania'®, ze sformutowana hipoteza badawcza jest prawdziwa, bedzie za-
H 2-A
lezno$¢ HTZ T - Dalej przyjmijmy, ze w pewnym okresie'”® o dugosci T, przecietne rozstepy
T 1

195 Wnioskowanie przedstawione za: R. Buta: Ryzyko inwestycji a wymiar fraktalny. ,,Studia Ekonomiczne. Zeszyty
Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach”, nr 155/2013, s. 453-457.

19 Gdy tylko A, # A, to okres taki istnicje. Mamy bowiem hf ~¢,T; ™ oraz hf ~c,T,™, c,.c; €R,. Wow-

_ _ Day
czas hy =hy gdy ¢, ;™ =c,T,;™, skad T, = [C—Aj . Zkolei w sytuacji gdy A, =A,, mozna wyrdznié¢ trzy
: c

przypadki:
a) ¢, = ¢y, — wowczas Efi = Hi dla dowolnego T,, T, > 0,

B
b) ¢, > ¢, — wowczas HTAk > H'Tsk dla dowolnego T,, T, > 0,
¢) ¢, < ¢y — wowczas HTAk < Hi dla dowolnego T,, T, > 0,

przy czym dwa ostatnie sa nieuzasadnione z ekonomicznego punktu widzenia.
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skumulowanej logarytmicznej stopy zwrotu dla akcji spotki A (HTAz ) oraz akcji spotki B (H%)

2-Ap 2-Ag
—n Tn T —x = (T — = (T .
wynoszg hy =h; =h, . Wtedy zachodzi hy ~h,, [T—‘j oraz hy ~hy [T—lj . Wynika stad,
2 2
A T Ap—Ag HA
ze H_EN(FZ] . Jako ze T, jest state, zatem gdy T, -0, to H—TB'—MO, bo A, —A; >0.
T

1 T

Dla analizowanego przejs$cia granicznego rzad nieskonczenie matlej E?I jest nizszy niz rzad H% -
jako ze zanika ona zdecydowanie wolniej, zatem dla skracajacego si¢ horyzontu inwestycyjnego
(T, = 0) poziom ryzyka zwiazanego z inwestowaniem w akcje spolki A jest zdecydowanie
wiekszy niz poziom ryzyka wiazacego sie z lokowaniem kapitalu w akcjach spétki B. W tej
sytuacji nalezy stwierdzié, ze dla nieskonczenie krotkich horyzontow inwestycyjnych bardziej
ryzykowne jest inwestowanie w akcje o wyzszym wymiarze fraktalnym. Powyzsza konkluzja jest
zatem zgodna z dotychczas przyjetymi pogladami na owa relacj¢. Kluczowym problemem wiaza-
cym si¢ z mozno$cia wykorzystania jej w ocenie ryzyka inwestycji finansowych jest fakt, ze poza
tym granicznym, szczegolnym przypadkiem nie pozostaje ona stuszna. Trzeba ponadto pamigtac,
ze procz inwestorow otwierajacych i zamykajacych pozycje w tak krotkich okresach czy wyko-
rzystujacych dane wysokiej czgstotliwosci istnieje takze pokazna grupa podmiotow inwestujacych
z mys$la o utrzymywaniu otwartych pozycji w dtuzszym okresie. Z ich punktu widzenia otrzymane
wyniki sg bezwartosciowe, poniewaz w sytuacji, kiedy rezultaty uzyskane dla okreséw krotkich
nie powielaja si¢ w okresie dlugim, nie umozliwiaja one dokonania oceny poziomu ryzyka dla
interesujgcego ich horyzontu inwestycyjnego.

Proste odniesienie uzyskanych wynikow catkowicie znieksztatcatoby relacj¢ pomiedzy ry-
zykowno$cia akcji, o czym §wiadczy nastgpujace rozumowanie. Zaktadajac jak poprzednio, ze
w pewnym okresie T, przecig¢tny rozstgp skumulowanej logarytmicznej stopy zwrotu dla akcji

2-A
_ _ _ . (T "
spotki A oraz akcji spotki B jest rowny hTA2 = hTB2 = h,, dostajemy analogicznie hTAz ~h, [T—3j
2

2-Ag A Ap—Ag
oraz hy ~h, [Lj , a stad wynika E—E~£Lj . Dla statego T, oraz T; = o zachodzi
’ "\ T, hT3 T,
1A
H_TE; — 0. W tym przypadku wida¢, ze akcje spolki A przy wydluzajacym sie¢ (de facto nieskon-
T}
czenie dlugim) horyzoncie inwestycyjnym sa zdecydowanie mniej ryzykowne niz akcje spol-
ki B, bo $redni rozstep skumulowanej logarytmicznej stopy zwrotu wzrasta w przypadku spotki B
1.B
na tyle szybko, ze % —> 00,
hy
Przeprowadzona analiza pokazuje, ze uogolnianie dotychczasowego pogladu na relacj¢ po-
migdzy poziomem ryzyka a wymiarem fraktalnym na wszystkie dtugosci horyzontow inwe-
stycyjnych jest niepoprawne i mylgce. Dlatego tez dopiero w $wietle uzyskanych rezultatow
teoretycznych mozna wiadciwie zinterpretowaé przytaczane juz wyniki badan Orzeszki'?’.

197 Dla relatywnie krotkich okresow analogiczne wyniki zostaly przedstawione m.in. w: S. Majewski: Badanie ,,ryzyka
w punkcie” za pomocg wyktadnika Hursta na przyktadzie kursu akcji Zywca S.A. ,,Zeszyty Naukowe Uniwersytetu
Szczecinskiego”, Nr 233/1998.
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Dla nieskonczenie dtugiego horyzontu inwestycyjnego (a w praktyce dla relatywnie dlugich
horyzontéw) za najbardziej ryzykowne trzeba uznaé inwestycje w akcje spdtek matych (wcho-
dzacych w sktad indeksu sWIG80), nastepnie w akcje spotek $rednich (tworzacych indeks
mWIG40), a za najmniej ryzykowne mozna traktowac akcje spotek duzych (stuzacych wylicza-
niu indeksu WIG20). Wynik ten jest zgodny z opiniami rozpowszechnionymi w nauce finan-
s6w'?. Dla okresow relatywnie krotkich mozna jednak oczekiwaé odmiennego wyniku. Rynek
akcji spotek duzych jest na ogdt rynkiem najbardziej ptynnym i na nim koncentruje si¢ uwaga
inwestorow oraz pokazny wolumen transakcji. Z kolei rynki akcji spotek matych i $rednich sa
mniej ptynne, co sprawia, ze w krotkim okresie trudniej jest znalez¢ partnera do zawarcia trans-
akcjiiich liczba jest ograniczona. Wydaje si¢ zatem, ze w okresach krotkich wigksza zmiennos-
cig powinien cechowac si¢ rynek akcji spotek duzych. Na analogiczng relacje wskazuje w danym
przypadku oszacowany wymiar fraktalny.

A=19
—eA=17
—e—A=15
—o—A=1,3
e A=11
0 Rys. 33. Odchylenie standardowe
0 At przecigtnego przyrostu

utamkowego ruchu Browna

Zrédto: Opracowanie whasne.

Rys. 34. Stosunek odchylenia

standardowego przecig¢tnego

przyrostu utamkowego

ruchu Browna do odchylenia

standardowego przecigtnego

3 przyrostu standardowego ruchu
o Browna

Zrédio: Opracowanie whasne.

198 Zob. np. E. Elton, M. Gruber: Nowoczesna teoria portfelowa i analiza papierow wartosciowych. WIG-Press, Warszawa
1998, s. 24-27.
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Poprawno$¢ opisywanej zalezno$ci mozna takze uzasadni¢, odwolujac si¢ do podstawowych
wiasno$ci omawianych procesow stochastycznych (w szczeg6lnosci utamkowego ruchu Browna).
W ogélnym przypadku mamy bowiem:

cov[ B, (1)~By (), By (s)~ By (1)] :%[(t_r)zﬁ -

a dla okresow jednostkowych (tj. gdy t—s=s-r=1):
c:or[BH (s+1)=By(s).By (s)-By (s—l)] = cov[BH (s+1)=By(s),B,(s)-By (s—l)} =221,

W tej sytuacji dla H =0,5 przyrosty sa nieskorelowane, natomiast dla H > 0,5 korelacja jest
dodatnia, za$ dla H < 0,5 ujemna. W drugim przypadku bardziej prawdopodobne jest wystepo-
wanie kontynuacji istniejacego trendu (persystentnos¢), natomiast w sytuacji gdy H < 0,5 jego
odwracanie (antypersystentno$¢). Powoduje to, ze w okresie krotkim bardziej zmienne sg szere-
gi 0 wymiarze fraktalnym A > 1,5, jako Ze bardziej prawdopodobne sa r6znokierunkowe zmiany
cen'”. Owo specyficzne ,,powracanie do $redniej™” sprawia jednak, ze w okresie dlugim to
procesy o A < 1,5 zdecydowanie bardziej odchylaja si¢ od poziomu uznanego za przecietny,
a zatem w $wietle okreslenia wigzacego ryzyko ze zmiennoscia, dla wydhuzonych horyzontow
inwestycyjnych to wtasnie te procesy nalezy zakwalifikowac jako cechujace si¢ wigkszym pozio-
mem ryzyka. Powyzsza analiza potwierdza sformutowane uprzednio wnioski.

Sa one spojne z konkluzjami przedstawionymi przez Mandelbrota. Pokazat on, ze dla utam-
kowego ruchu Browna odchylenie standardowe przecigtnego przyrostu procesu na odcinku

B,, (t+At)— B, (1)

2
A j = /C, A", gdzie C,, — stata (réwna wariancji

o dlugosci At wynosi E[

przyrostu procesu dla At =1)»". Jak udowodniono, dla utamkowego ruchu Browna A=2-H,
zatem mozna zapisaé rownowaznie, ze /C, At"" = /C, At". Stosunek odchylen standardo-

wych przecigtnych przyrostow proceséow dla dwdch utamkowych ruchow Browna o odmiennych
wspotczynnikach samopodobienstwa (oraz wymiarach fraktalnych A, > A, , czyli H, <H;)

1
At

N Cop, (1Y Cy
jest rowny Al — . Gdy teraz At—>0 to 2
Gy, \At Cy,

AA_AB
Lj —0.

AAfAB
j — o0, za$ dla At > o0

zachodzi

199 J. Stawicki, E. Janiak, I. Miiller-Fraczek: Roznicowanie fraktalne szeregéw czasowych — wykladnik Hursta i wymiar
fraktalny. [W:] Dynamiczne modele ekonometryczne: materiaty na V Ogolnopolskie Seminarium Naukowe, 9-11
wrzesnia 1997. Towarzystwo Naukowe Organizacji i Kierownictwa ,,Dom Organizatora”, Torun 1997, s. 27-28.
Co wigcej, wydaje sig, ze persystentno$¢ szeregéw jest czynnikiem utatwiajacym osiaganie ponadprzecigtnych stop
zwrotu w sytuacji stosowania metod analizy technicznej (co jest zrozumiate, jako ze znaczna cz¢$¢ z nich opiera si¢
wilasnie na zatozeniu o kontynuacji istniejacych trendow). Zob. E. Marcinkiewicz: Badanie zalezno$ci pomigdzy war-
to$ciag wyktadnika Hursta a skuteczno$cig strategii inwestycyjnych opartych na analizie technicznej. ,,Zeszyty Naukowe
Szkoty Gléwnej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie”, Nr 60/2006.

200 Proces ten nie ma oczywiscie charakteru procesu powracajacego do $redniej (mean-reverting process) w takim sensie,
jak to ma miejsce np. w odniesieniu do procesu Ornsteina-Uhlenbecka.

201 B, Mandelbrot: Computer Experiments with Fractional Gaussian Noises. Part 1, Averages and Variances. ,,Water Re-
sources Research”, Vol. 5, No. 1 February 1969.
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Przeprowadzone rozumowanie oraz analiza zachowania procesow stochastycznych o znanych
wiasnos$ciach fraktalnych zmuszaja do wyciggni¢cia wniosku, ze dotychczasowy poglad na re-
lacje pomiedzy wymiarem fraktalnym a poziomem ryzyka inwestycyjnego byl poprawny
jedynie dla nieskonczenie krotkich horyzontéw inwestycyjnych. Zdecydowanie czgsciej przyj-
mowanym w nauce finansow zatozeniem jest rozpatrywanie analizowanych zjawisk w okresie
dlugim — a nawet nieskonczenie dtugim, jak to czgsto przyjmuje si¢ np. w dochodowe;j teorii wy-
ceny instrumentéw finansowych*?, Przyjecie takiego punktu widzenia nieuchronnie prowadzi do
konkluzji, ze bardziej istotne sg relacje zachodzace dla okresow dlugich — a nawet nieskonczenie
dtugich. W tej sytuacji dotychczasowy poglad okazuje si¢ by¢ calkowicie bledny — w tym bowiem
przypadku kierunek zalezno$ci pomiedzy wymiarem fraktalnym a poziomem ryzyka jest doktadnie
odwrotny, niz w sytuacji gdy T, — 0. Dlatego tez interpretacje wynikow badan empirycznych
nieuwzgledniajace opisywanych zaleznosci nalezy traktowac z pewna ostroznoscia (jak to zostato
pokazane na przyktadzie dotyczacym najistotniejszych indeksow gieldy warszawskiej).

Przedstawiona metodyka oceny ryzyka inwestycyjnego ma zastosowanie wowczas, gdy bada-
ne instrumenty finansowe cechuja si¢ zréznicowanymi wymiarami fraktalnymi. W szczegdlnym
przypadku, gdy mamy do czynienia z procesem btadzenia losowego, cata informacja niezbedna
dla oceny ryzykownosci inwestycji (przy zatozeniu normalnosci i identycznosci rozktadu) jest
zawarta w odchyleniu standardowym stopy zwrotu. W innych przypadkach owa informacja jest
rozproszona — jakkolwiek jej cze$¢ nadal jest dostarczana przez klasyczne miary ryzyka, to jed-
nak ze wzgledu na ich statyczny charakter brak jest mozliwosci dokonania oceny w ujeciu dyna-
micznym. Problem ten staje si¢ jeszcze bardziej ztozony, gdy wymiary fraktalne instrumentow sg
zrdéznicowane — wowczas skala utraty informacji jest jeszcze wigksza. W tej sytuacji znajomo$é
wymiarow fraktalnych i wspotczynnikdw samopodobienstwa analizowanych szeregéw czasowych
moze chocéby czeSciowo zrekompensowaé éw niedobor.

Opierajac si¢ na powyzszych rozwazaniach, nalezy uznac, ze istotng kwestig z punktu widzenia
inwestora jest zatem stwierdzenie, czy wymiary fraktalne instrumentéw finansowych sg jed-
nakowe, czy tez nie, i jak znaczace jest ich ewentualne zréznicowanie. Dotychczasowe badania
wskazywaly na 0go6l na wystepowanie takich odmiennosci, jednak brak jest kompleksowych analiz
wykorzystujacych najnowsze dane pochodzace z polskiego rynku akcji. Dlatego tez autor postanowit
zbada¢ wspomniane szeregi czasowe, bedac przekonanym, ze postawiona przezen hipoteza badawcza,
gloszaca, iz takie zroznicowanie w rzeczywistosci wystepuje i ma istotny wptyw na poziom ryzyka in-
westycyjnego, nie zostanie sfalsyfikowana, lecz okaze hart skonfrontowana z danymi empirycznymi.

2.3. Konkluzje

Whioski zaprezentowane w niniejszym rozdziale stanowia podsumowanie rozwazan natury te-
oriopoznawczej. Zamierzeniem autora bylo pokazanie, ze powszechnie wykorzystywany model
Samuelsona-Osborne’a jest w rzeczywistosci tylko jednym z przypadkdéw szczegolnych teorii bar-
dziej uniwersalnej. Jakkolwiek przej$ciu od teorii btadzenia losowego do teorii rynku fraktalnego
towarzyszy zmniejszanie si¢ stopnia $cistosci (w rozumieniu popperowskim)?®, to jednak w chwili
obecnej wydaje si¢, ze jest ono niezbedne ze wzgledu na zbyt wiele przestanek przemawiaja-

202 Zob. np. M. Gordon: The Investment, Financing, and the Valuation of the Corporation. Richard D. Irwin, Homewood
1962, s. 43-66.
203 K. Popper: Logika odkrycia naukowego. WN PWN, Warszawa 2002, s. 101-104.
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cych na niekorzys$¢ pierwszej z nich. Efektem jest konieczno$¢ dokonania gruntownych zmian
w metodyce oceny poziomu ryzyka inwestycji finansowych. Zasadniczym celem autora (w jego
mniemaniu zrealizowanym) byto pokazanie, Ze istnieje instrumentarium umozliwiajace wypetnie-
nie powstatej luki — a kluczowa jest dlan idea wymiaru niecatkowitego.

Nalezy stwierdzi¢, ze dotychczasowa metodyka oceny poziomu ryzyka inwestycyjnego, mimo
swej prostoty i czytelnej interpretacji, nie spetnita wszystkich poktadanych w niej nadziei. Z dru-
giej strony, zdanie Mandelbrota catkowicie deprecjonujace jej uzytecznos¢ dla celéw praktycznych
jest w opinii autora niniejszej pracy nazbyt rygorystyczne. Przy niespetnieniu pewnych zatozen
nie traci bowiem ona catkowicie na znaczeniu, cho¢ ubytek informacji jest na tyle znaczny, ze
wyniki analiz mogg nie oddawac¢ ztozonosci relacji panujacych na rynku kapitatowym. Jak starano
si¢ pokaza¢, 6w niedostatek informacji jest w stanie czg¢$ciowo zniwelowacé znajomos$¢ wymiaru
fraktalnego szeregu czasowego. Nalezy zatem zdecydowanie odrzuci¢ opini¢ Krantza stwierdza-
jacego, ze ,,Hipotezy i wnioski przedstawiane przez badaczy fraktali (podobnie jak obiekty, ktore
analizujg) odnosza si¢ same do siebie. Tworzy si¢ obrazki, zeby dowiedzie¢ si¢ wigcej o obrazkach,
a nie Zeby osiggna¢ glebsze zrozumienie*. Analiza fraktalna jest w stanie dostarczy¢ odpowiedzi
na pytania nurtujace uczonych wielu specjalnosci, takze ekonomistow.

Précz sformutowania konstatacji o niezbgdno$ci wykorzystania analizy fraktalnej dla popraw-
nosci i kompleksowosci oceny ryzykownosci inwestycji w rozdziale zweryfikowano (negatywnie)
hipoteze gloszaca, ze wzrost wymiaru fraktalnego jest tozsamy ze zwickszeniem si¢ ryzykownosci
inwestycji. Jak wykazano, kierunek relacji pomigdzy poziomem wymiaru fraktalnego a poziomem
ryzyka jest uzalezniony od dlugosci rozpatrywanego horyzontu inwestycyjnego, przy czym dla
okreséw nieskonczenie krotkich zwigzek ten jest jednokierunkowy, za$ dla nieskonczenie dtu-
gich kierunki zmian sg przeciwne. Doprecyzowanie wspomnianej zalezno$ci zmusza do zrewi-
dowania rezultatow dotychczasowych badan nad fraktalnym charakterem finansowych szeregdw
czasowych.

Ponadto zaprezentowano potencjalne mechanizmy odpowiadajace za fakt, ze szeregi czasowe
cen i stop zwrotu majg charakter fraktalny. Jako ze jednoznaczne okreslenie, ktory z nich ma
wplyw dominujacy na zachowanie cen i stop zwrotu, jest obecnie praktycznie niewykonalne, stusz-
ne wydaje si¢ przyjecie, ze mechanizmy te koegzystuja. Jest watpliwe, by takze w przysztosci
byto mozliwe dokonanie takiego rozstrzygnigcia. Dlatego tez o charakterze tych mechanizmow
wnioskowa¢ mozna jedynie posrednio, poprzez analize¢ wlasnosci fraktalnych odpowiednich sze-
regow czasowych.

Kolejnym krokiem, po zrealizowaniu celéw teoriopoznawczych, jest zbadanie, w jakim stop-
niu opisywana koncepcja oddaje rzeczywiste fluktuacje na rynkach finansowych. W tym celu
niezbegdne okaze si¢ przedstawienie praktycznych metod szacowania wspomnianych wielko$ci
w odniesieniu do empirycznych finansowych szeregéw czasowych. Wskazanym problemom po-
wigcono wigc kolejny rozdziat.

204§, Krantz: Op. cit., s. 15.
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Rozdziat 111
Metodyka estymacji wymiaru fraktalnego
finansowych szeregdow czasowych

Zakres nauki jest nieograniczony, jej materiad jest nieskornczony,

kazda grupa zjawisk naturalnych, kazda faza zycia spotecznego,

kazdy etap przeszlego lub biezqcego rozwoju jest materiatem dla nauki.
Jednos¢ wszystkich nauk zawiera sie w metodzie, nie w materiale.

K. Pearson

Nie wszystko co ma wartos¢ mozna policzy¢.
Nie wszystko co policzono ma wartos¢.

Autor nieznany

Przedmiotem rozwazan przedstawionych w niniejszym rozdziale s3 metody szacowania wymia-
ru fraktalnego finansowych szeregéw czasowych. W pismiennictwie zaprezentowano dotychczas
pokazng liczbe zréznicowanych i niezmiernie interesujacych metod stuzacych okresleniu wymiaru
badanych obiektow. Nie wszystkie z nich moga mie¢ jednak zastosowanie w przypadku specyficznego
przedmiotu badania, jakim sg szeregi czasowe cen badz stop zwrotu z instrumentdéw finansowych. Nie-
ktore z kolei sa przydatne wylacznie w sytuacji dysponowania materialem badawczym, co do ktérego
zachodzi pewnos¢, ze cechujg go odpowiednie wlasnosci. Z powyzszych wzgledow nie wszystkie
opracowane metody szacowania wymiaru fraktalnego moga (a nie wszystkie powinny) by¢ stoso-
wane. Co wigcej, ich mnogo$¢ wyklucza mozliwo$¢ zaprezentowania wigkszosci z nich, zwlaszcza
jezeli uwzgledni¢ metody prowadzace do oszacowan posrednich. Przedstawione uwarunkowania spra-
wily, ze autor postanowit w niniejszej pracy przeanalizowacé, a nastgpnie wykorzysta¢ w badaniach
empirycznych jedynie wybrane, uznane w trakcie dalszych rozwazan za najstosowniejsze, metody.

3.1. Metoda pudetkowa

Metoda pudetkowa szacowania wymiaru fraktalnego jest odzwierciedleniem zmodyfikowanej
fundamentalnej definicji wymiaru Minkowskiego-Bouliganda:
InN,_ (X)

1
€

Bezposrednie wykorzystanie przedstawionej rownosci jest mozliwe jedynie w odniesieniu do frak-
tali abstrakcyjnych, w przypadku fraktali naturalnych bowiem operowanie pojgciem granicy w ze-
rze staje si¢ niecelowe. Z tego tez wzgledu konieczne jest positkowanie si¢ zaleznos$cig prawdziwag

dim (X) = lim —*
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(co najmniej w przyblizeniu) takze dla innego zakresu zmiennosci €. Co wigcej, nalezy takze okre-
§li¢, jak rozumie¢ N, (X).
Proste przeksztatcenie przedstawionej rownosci definicyjnej prowadzi do:
InN, (X)
im————=
>0 dim,, (X)Int

co sugeruje zaleznos$¢ typu:
N, (X)=ce ™™,
czyli:
InN, (X)=dim, (X)Inl+Inc_,

przy czym 15133111—(:: =0, ¢, > 0. W rezultacie niezbgdne jest oszacowanie parametrow zaleznosci
liniowej, ktorego najczesciej dokonuje sie, przyjmujac zatozenia modelu Gaussa-Markowa®” i wy-
korzystujac klasyczng metode¢ najmniejszych kwadratow.

Sposrod ekwiwalentnych w ujeciu teoretycznym sposobow obioru N, (X) najczesciej wyko-
rzystywana w praktyce jest kalkulacja oparta o siatki kwadratowe. W przypadku fraktali abs-
trakcyjnych kwestia ta jest najzupetniej nieistotna, jednak w sytuacji gdy niemozliwe jest osiagnig-
cie dowolnej doktadno$ci pomiaru, nabiera ona znaczenia. Przedstawione konkurencyjne sposoby
okreslenia N_ (X) sa niedogodne dla celow rachunkowych, takze w sytuacji postugiwania si¢
wspotczesnymi zaawansowanymi narze¢dziami informatycznymi. Dlatego tez w niniejszej pracy
postanowiono szacowa¢ wymiar fraktalny uznajac N, (X) za liczb¢ kwadratow siatki o boku &
majacych co najmniej jeden punkt wspolny ze zbiorem X.

Relatywnie rzadko podnoszony jest problem wyrazenia zmiennej niezaleznej i zmiennej ba-
danej w réznych jednostkach i skalach. Jest to jednak problem istotny, w przypadku finansowych
szeregdw czasowych analizujemy bowiem zalezno$¢ pomiedzy czasem a zmienng wyrazong naj-
czesciej w jednostkach pienieznych Iub procentach. Brak wspdtmiernosci wskazanych wielko$ci
zmusza do postawienia pytania, czy wyrazenie jednej lub drugiej z nich w innych jednostkach pro-
wadzi do zmiany uzyskiwanego oszacowania? Jak zostanie ponizej pokazane, ewentualna zmiana
skali w odniesieniu do catego wykresu nie wplywa na rzeczywisty i szacowany wymiar fraktalny.

Zatézmy, ze dla danego szeregu, reprezentowanego przez zbior X, o dtugosci T mamy:

N, (X)=ce ™.
Wtedy w jednym pionowym pasie o szerokosci € znajduje si¢ przecigtnie rzecz biorac (przy
T ¢ i dim,
o
e T
skale zmiennej badanej, tak ze dotychczasowy kwadrat o boku ¢ staje si¢ prostokatem o podsta-

1-dimg(X)
1-dimg(X)

wie €1 boku g, to ich liczba w pojedynczym pionowym pasie wynosi¢ bedzie CLQ’% € ,

. . , . T —dim, I3 . . . .7
liczbie pasow wynoszacej — ) c.& o(X) ) kwadratow®. Jezeli teraz zmieni¢
€

l*dimB(X) . T . _
8l—dlmB(X) = (Pl—dlmB(X)S—dlmB(X)

T g
katow. Jezeli teraz kalkulujgc wymiar fraktalny wykorzysta¢ N, (X) zamiast N, (X), to:

a zatem po zmianie skali uzyskamy N, (X)=-= prosto-

205° A. Welfe: Ekonometria. PWE, Warszawa 2003, s. 29-38.
206 Roznice wynikajace z faktu, ze analizowana liczba moze nie by¢ catkowita, pominigto jako nieistotne w tym przypadku.
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11’1N< X I1-dimp(X) _—dimg(X) 1-dimg(X)
RIS £ — dim, (X) + lim %"

0 Inl 0 Int &0 Int
€ € €

Inc.p

=dim, (X),

a zatem zmiana skali zmiennej badanej nie skutkuje zmiang teoretycznego wymiaru fraktalnego
badanego szeregu. Pojawia si¢ jednak pytanie, czy ten zabieg nie wplywa na oszacowania doko-
nywane w oparciu o dane empiryczne. Analogicznie jak poprzednio mozemy zapisac:

InN,_, (X) =dim, (X)lné +In Ct(pl—dimg(x).

Zastosowana procedura sprawifa jedynie, ze zmianie ulegla warto$¢ wyrazu wolnego, lecz nie
kierunkowego, ktorego oszacowanie jest w istocie przyblizeniem wymiaru fraktalnego. A zatem
zmiana skali zmiennej badanej nie wplywa na wartos$¢ teoretyczng i estymowana wymiaru
fraktalnego. Analogicznie mozna pokazac, ze przeskalowanie zmiennej niezaleznej réwniez nie
oddzialuje na rzeczywisty i szacowany poziom wymiaru fraktalnego. W zaleznosci zatem od
charakteru danych, jakie poddawane sa analizie, mozna dla wygody obliczeniowej wykorzysta¢
miast siatki kwadratowej siatke prostokatna, wzglednie dokona¢ zmiany skal tak, by wykres byt
zawarty np. w kwadracie jednostkowym i wowczas zastosowaé klasyczng metode pudetkows.
Stwierdzenie to jest o tyle istotne, ze pozwala usuna¢ niedogodno$ci zwigzane z operowaniem
réznymi jednostkami i skalami.

Wsrod probleméw zwiazanych z szacowaniem wymiaru fraktalnego szeregdéw czasowych naj-
wazniejszym i jednoczesnie niemozliwym do wyeliminowania jest wspomniana juz kwestia dys-
kretno$ci danych (resolution problem)®. Jezeli uznawac szereg czasowy o dtugosci T za zbidr
punktoéw, wowczas:

InN, (X) . In(T+1)

lim =lim =
0 In % 0 In %

zatem podejscie takie jest niecelowe. Jesli traktowaé analizowany szereg jako famana taczaca ko-
lejne punkty, to zmniejszajac bok prostokata tak, ze amplitudy wahan w danym pasie pionowym
sa proporcjonalne do dtugosci jego boku, liczba prostokatow niezbednych do pokrycia wykresu
w kazdym z nich wynosi Ag:pe=4, A >0, czyli ogotem:

NS»‘P(X) :%'% :
Stad:
InN_ (X InAT+Int
lim =) ( ) =lim—2 =1
=0 Inl =0 Inl

Btad, jaki mozna wowczas popetni¢ przy szacowaniu wymiaru fraktalnego, zostat przedstawio-
ny graficznie na wykresie (rys. 35, s. 84), pokazujacym zmiang zachowania wielkosci In N, (X)
po przekroczeniu pewnego punktu granicznego.

Opisywanego problemu nie mozna rozwigza¢ inaczej, jak poprzez rezygnacj¢ z kalkulowania
zadanych wielko$ci dla niewielkich €. Powoduje to nieuchronnie utrate pewnej informacji, jednak
zapobiega istotnym znieksztalceniom uzyskiwanych rezultatéw. W przeciwnym wypadku mozna
by bowiem doj$¢ do fatszywego przekonania, ze obiekt ma charakter multifraktalny®®®,

207 7. Schmittbuhl, J.-P. Vilotte: Reliability of self-affine measurements. ,,Physical Review E”, Vol. 51, No. 1 January 1995,
s. 133-134.

2083, Buczkowski, P. Hildgen, L. Cartilier: Measurements of fractal dimension by box-counting: a critical analysis of data
scatter. ,,Physica A”, No. 252/1998, s. 29-32.

3.1. Metoda pudelkowa | 83



Rys. 35. Zmiana typu zaleznosci
pomigdzy InN,(X) a Int
wynikajaca z dyskretnego
charakteru analizowanych
danych

10 12

N (X)~€" o N(X)~e "

Zrodto: Opracowanie whasne.

Drugim zasadniczym problemem zwigzanym z szacowaniem wymiaru fraktalnego za pomoca
metody pudetkowej jest tzw. problem krawedzi (edge effect)*. W metodzie pudetkowej zliczany
jest bowiem kazdy kwadrat majacy punkt wspolny z badanym obiektem, nawet jezeli bytby to wy-
facznie jeden punkt. Fakt ten moze powodowac, ze (szczegdlnie dla duzych €) liczba kwadratow
czy prostokatdw bedzie przeszacowana, co automatycznie skutkuje zawyzaniem uzyskiwanej oce-
ny wymiaru fraktalnego. W celu rozwigzania tej trudnosci stworzono omawiane dalej specyficzne
odmiany metody pudetkowe;.

3.2. Metoda segmentowo-wariacyjna

Metoda nazwana segmentowo-wariacyjng jest metoda opierajacg si¢ na idei wykorzystanej w me-
todzie pudetkowej, lecz w odmienny sposéb podchodzi si¢ w niej do sposobu zliczania kwadratow
czy prostokatow pokrywajacych wykres. O ile bowiem w poprzedniej uwzgledniane sa wszystkie
kwadraty stosownej siatki kwadratowej, o tyle procedura w metodzie segmentowo-wariacyjnej
jest bardziej skomplikowana. Jej celem jest wyeliminowanie wspomnianego ,.efektu krawedzi”.
Problemy numeryczne pojawiajace si¢ wskutek uwzgledniania wszystkich kwadratow majacych
co najmniej jeden punkt wspolny z danym obiektem zostaly podniesione w szeregu artykutow
Patricii Carter, Roberta Cawleya i in. Postgpowanie to (uzasadnione w $wietle definicji formal-
nej) moze jednak skutkowaé zawyzaniem szacowanego wymiaru fraktalnego?'’. Konieczne stato
si¢ takie zmodyfikowanie metody pudetkowej szacowania wymiaru fraktalnego, by ewentualne
zbedne ,,nadwyzkowe” kwadraty nie byly uwzglednianie w procesie sumowania. W tym celu Au-
torzy zaproponowali wykorzystanie tzw. ,,kwadratéw rzeczywistych” — metody umozliwiajacej
zliczanie niecatkowitej liczby kwadratow. Dla uproszczenia zapisu w dalszej czgsci bedziemy
rozpatrywa¢ wymiar fraktalny funkcji ciggtych okre§lonych na przedziale (0,T). Posunigcie to

209 C. Taylor, J. Taylor: Estimating the Dimension of a Fractal. ,,Journal of the Royal Statistical Society”, Vol. 53,
No. 2/1991, s. 355-356.

210 P, Carter, R. Cawley, J. Yorke, M. Melnik: Dimension Measurements from Cloud Radiance. [In:] G. Mayer-Kress (ed.):
Dimensions and Entropies in Chaotic Systems. Springer, Berlin 1986, s. 219, przyp. 1.
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jest uzasadnione przedmiotem badan oraz twierdzeniem gloszacym, ze wymiar fraktalny nie ulega
w takim przypadku zmianom pod wptywem przeksztalcen afinicznych®'!. A zatem przez zbiér X
nalezy dalej rozumie¢ X = {(x,f(x)) X e <0,T>} , gdzie f(x) jest funkcjg ciagta.

W pierwszej kolejnosci dokonywany jest podziat z wykorzystaniem pionowych pasoéw o szero-
kosci €. O ile w metodzie tradycyjnej w kazdym pasie zliczano by liczb¢ kwadratow majacych co
najmniej jeden punkt wspolny z danym obiektem, to teraz okresla si¢ warto$¢ wielkosci:

by = XE<(iEllr))s,kg> fx)- XE<(P}1§5,ks> £x),
czy tez w danym przypadku ekwiwalentnie:

h, = max >f(x)

xe((k-1)e.ke >f(x).

Nastepnie dla kazdego pasa obliczana jest liczba ,,kwadratow rzeczywistych”2'2:
N/ (X) =2

€

— min
xs<(k71)£,kz

oraz ich sumaryczna liczba:
N(X) = 2N (X))
k=1

gdzie n =T, przy czym zaklada si¢, ze T eZ. Wymiar fraktalny mozna w tej sytuacji obliczac,

wykorzystujac N (X):

, InN; (X)
dim, (X) = lim o

co wynika z nastgpujacego twierdzenia: dla dowolnej, réznej od stalej, ciaglej funkeji f(x)
na przedziale (0,T) jezeli istnieje granica:

i N, (X)

e>0 Inl ’
€

to istnieje takze granica:
InN’ (X
lim————= (X)

=0 In!
i s3 one réwne’'®. Wykorzystanie ,,kwadratéw rzeczywistych” skutkuje jednak eliminacja (przy-
najmniej cz¢$ciowa) obcigzenia wystgpujacego w metodzie pudetkowe;.
Zaprezentowana metoda Carter et al. nie pozwala jednak dostatecznie wykorzysta¢ dostep-
nych informacji, jej stosowanie jest bowiem ograniczone do takiego zakresu zmiennosci €, dla
ktorego I pozostaje liczbg catkowity. Rozwigzanie tej kwestii moze by¢ rézne. W pierwszej

€

211 C. Adler, P. Carter, R. Cawley: A Comparison of the Fractal Dimensions of Cloud Radiance Graphs for Two Infrared
Color Bands. ,,Lecture Notes in Physics”, Vol. 278/1987, s. 46.
212 Autorzy poczatkowo sugerowali wykorzystanie wielkosci [%} +1, bedacej liczba catkowita wigksza od zera, co po-
zwala unikna¢ problemow zwiazanych z przypadkiem, gdy analizowana funkcja jest stata. W pozostatych sytuacjach nie
prowadzi ona jednak do eliminacji efektu krawedzi. Zob. P. Carter, R. Cawley, J. Yorke, M. Melnik: Op. cit., s. 218-219.
Zmodyfikowana wersja twierdzenia zamieszczonego w: P. Carter, R. Cawley, D. Mauldin: Mathematics of Dimension
Measurement for Graphs of Functions. [In:] D. Weitz, L. Sander, B. Mandelbrot (eds.): Fractal Aspects of Materi-
als. Materials Research Society, Pittsburgh 1988, s. 185. Przypadek funkcji statej wytaczono z rozwazan, dla funkcji
) i ) . InN,(X) .
stalej mamy bowiem N, (X) =T (ew. N, (X) =2 przy czym zakladamy, ze T<Z), skad lmt}li'1 =1, za$
InN! (X)
1

n;

213

N!(X)=0 i granica lim

jest wowczas nieokreslona.
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kolejnosci mozna przyja¢, ze jezeli L jest niecatkowite, kwadraty wykraczajace poza przedziat
(0, T> sa zliczane tak, jak pozostate. Postgpowanie to prowadzi jednak tylko do zaostrzenia ,,prob-
lemu krawedzi”. Innym rozwigzaniem moze by¢ pominigcie w obliczeniach tego fragmentu wy-
kresu badanej funkcji, ktoéry zawiera si¢ w przedziale <8E:|,T> . Skutkiem jest jednak utrata
pewnej informacji, ktora moze by¢ istotna dla szacowania wymiaru fraktalnego. Trzecim wyjsciem
jest zastosowanie metody ,.kwadratow rzeczywistych” nie tylko do osi zmiennej zaleznej, lecz
takze zmiennej niezaleznej. Modyfikacj¢ taka wprowadzita Zwolankowska w miejsce metody
wariacyjnej, proponujgc metode segmentowo-wariacyjng®'t.

W opisywanej pokrotce w poprzednim rozdziale metodzie nie kalkuluje si¢ bezposrednio liczby
odpowiednich kwadratéw, lecz oblicza si¢ pole przez nie zajmowane. W ten sposob ewentualny
ostatni niepetny przedzial jest takze uwzgledniany w nastgpujacy sposob: dla k=1,2,..., [H roz-
step w kazdym przedziale uzyskiwany jest z wykorzystaniem standardowej formuty:

h, = max >f(x)— <min >f(x) ,

xe<(k71)s,ks xe((k-1)g,ke
za$ dla ostatniego niepetnego przedziatu (jesli wystepuje) jako:
h-,- = max f(x)- min f(x).
[?]H x€<s[g],T> ( ) xe<e[{J,T> ( )
Nastegpnie obliczane jest pole wszystkich prostokatéw ograniczonych w kazdym segmencie

warto$cig minimalng i maksymalng funkcji:

(2]
r,(X)= ;thhEJ*' (T-¢[1]).

Positkujac si¢ ta wielko$cia, mozna obliczy¢ liczbe ,.kwadratow rzeczywistych” niezbednych

LX) . . ,, . .
= o wykorzysta¢ uzyskana warto$¢ do oszacowania wymiaru

do pokrycia wykresu funkcji jako

fraktalnego. Najczesciej stosuje si¢ wzor bezposrednio uwzgledniajacy owo pole, bowiem:
InN, (X In =) InT, (X
dim, (X) =1lim i )=lim =2—lim¢.
e—0 ln% e>0  In 1 -0 Ing

W obliczeniach praktycznych mozna zatem wykorzystywac takze regresje postaci:
InT, (X)=[dim, (X)-2]lnt+Inc,,

wzglednie:

In r:(zx) =dim, (X)Inl+Inc,.

Pewnym novum w metodzie Zwolankowskiej jest sposdb doboru wartosci €. Ot6z mimo zZe
mozna by wykorzysta¢ de facto wszystkie elementy ze zbioru (1, 2,..., T> (gdzie T — dhugos¢ sze-
regu, tj. liczba obserwacji pomniejszona o jednostke), to jednak jak zauwazyta Autorka, wykorzy-
stanie nicktorych wartosci skutkowatoby nadmiernym wplywem wybranych obserwacji wskutek
dublowania si¢ niektorych prostokatow. Dlatego tez stuszna wydaje si¢ metoda obierania wyjscio-
wej wartosci € jako szerokosSci prostokata zawierajacego taka liczbe sasiednich punktow, ktora
jest liczba pierwszg. Obserwacje i analizy empiryczne Autorki doprowadzity do sformutowania

214 M. Zwolankowska: Szacowanie lokalnego wymiaru fraktalnego szeregéw czasowych. ,,Zeszyty Naukowe Uniwersytetu
Szczecinskiego”, nr 233/1998; M. Zwolankowska: Metoda..., op. cit.; M Zwolankowska: Fraktalna..., op. cit.
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przez nig wniosku, ze najbardziej celowe z punktu widzenia doktadno$ci oszacowan i wydajnosci
numerycznej jest uwzglednianie wylacznie prostokatow zawierajacych odpowiednio 2, 3, 517
punktéw oraz ich wielokrotnosci, tj. prostokatow o szerokosciach odpowiednio 2k —1, 3k -1,
5k-1, 7k -1, ke N, (przy czym nie moze ona przekroczy¢ potowy dlugosci szeregu).

W efekcie zastosowania opisywanej metody otrzymujemy cztery oszacowania wymiaru fraktal-
nego badanego szeregu czasowego: dimg, (X), dim, (X), dim  (X) oraz dim,, (X). Powsta-
je jednak problem, ktérg z nich uznaé za najtrafniejszg. W pierwszej kolejnosci nalezy obliczy¢
$redni wymiar fraktalny dim, ¢ (X). Jezeli teraz dim, (X)=1,5, wowczas za wymiar fraktalny
danego szeregu przyjmujemy 1,5. Z kolei gdy dim g (X) <1,5, wtedy za oszacowanie wymiaru

fraktalnego przyjmujemy min_ {dimKi (X)} Jezeli jednak dim, (X) > 1,5, wtedy nalezy uznac,
ze wymiar fraktalny szeregu wynosi max {dimB’i (X)}

Positkujac si¢ opisywang metoda, nalezy pamigtac, ze jest ona stosowana najczesciej do badania
szeregdw cen, wzglednie skumulowanych stop zwrotu (najczesciej logarytmicznych). Poniewaz
takie podejscie jest rozpowszechnione w literaturze (co wynika z wlasciwosci analizowanych pro-
cesOw), zostalo ono zastosowane takze w niniejszej monografii. Nalezy ponadto mie¢ na uwadze,
ze pordwnania z wymiarami fraktalnymi szeregéw przyrostdw cen lub stop zwrotu sg nieupraw-
nione i mylace, wielkosci te r6znig si¢ bowiem diametralnie. W dalszej cz¢sci rozdzialu zostanie
przedstawiona analiza doktadnosci i stabilnosci wymiardéw fraktalnych szacowanych z jej pomoca.

3.3. Metoda podziatu pola

Metoda podziatu pola zostala stworzona jako modyfikacja metody segmentowo-wariacyjnej. Opie-
ra si¢ ona (podobnie jak metoda Zwolankowskiej) na badaniu, jak zachowuje si¢ pole pewnych
prostokatow, gdy zmniejszamy ich rozmiary. W tym przypadku filozofia szacowania wymiaru
fraktalnego jest jednak zdecydowanie odmienna?'.

W metodzie podzialu pola zaproponowanej przez Grzegorza Przekote wykres analizowanej
funkcji jest pokrywany najmniejszym prostokatem (o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspot-
rzednych) zawierajacym wykres. Postgpowanie to oparte jest na nastgpujacym spostrzezeniu. Dla
danego prostokata o bokach dlugosci a (podstawa) oraz b (wysokos$¢) pole wynosi ab. Dzielac
o6w prostokat na potowy linig rownolegta do wysokosci, otrzymamy dwa prostokaty o wymiarach
4xb ipolu wynoszacym 2. Faczne pole uzyskanych prostokatow wyniesie zatem ab. Oznaczajac
teraz pole badanych figur przed podziatem przez P oraz po podziale przez p, dostaniemy: P =ab
oraz p =2-% =ab. Zachodzi zatem relacja:

p=2-7%.

W tym przypadku iloraz £ jest mnozony przez wymiar fraktalny badanego obiektu (a jest nim
prostokat) w celu uzyskania pola figur po podziale. Podobnie w odniesieniu do linii prostej mozna
zauwazy¢, ze pole poczatkowego prostokata wyniesie P =ab, lecz pole dwoch prostokatow po
podziale pokrywajacych dang lini¢ zmniejszy si¢ do p =%. W tej sytuacji:

p=1-%

215 7a: R. Buta: Modified method of area division in fractal dimension estimation. [In:] M. Culik (ed.): Financial Manage-
ment of Firms and Financial Institutions. VSB-Technical University of Ostrava, Ostrava 2017.
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i rzeczywiscie linia prosta ma wymiar wynoszacy doktadnie 1. W opisywanych przypadkach dal-
sze potowienie prostokatow nie zmieni postaci zalezno$ci wiazacej P oraz p. Mozna takze za-
uwazy¢, ze im czgsciej wykres danej funkcji bedzie ulegat fluktuacjom, tym wigksze bedzie pole
prostokatow otrzymywanych po podziale. Jezeli bowiem rozpatrywaé dang funkcj¢ na przedziale
(0,T),towtedy P=Th,za$ p = %(h] +h, ) =Th, gdzie h oznacza rozstep funkcji na przedzia-
le <O,T> , h,, h, —roznice migdzy maksymalng a minimalng warto$cia funkcji odpowiednio
w pierwszym i drugim prostokacie (powstatymi po podziale), za$ przez h oznaczono przecietny
rozstep funkcji w nowo utworzonych prostokatach. Zatem p = zh—ﬁ -£, przy czym (poniewaz p <P
oraz p > %) zachodzi % € <1,2> . Im wigkszy stosunek h do h, tym wickszy bedzie iloraz %
Z powyzszych przyczyn Autor traktuje owa wielkos¢ jako specyficzny wymiar fraktalny, mogacy
stanowi¢ uzyteczng miar¢ ryzyka inwestycyjnego. (Zob. rys. 36).

Procedura wyznaczania wymiaru fraktalnego w uje¢ciu Przekoty jest nastgpujaca®'®. W pierw-
szym kroku na wykres funkcji nanoszony jest prostokat o dtugosci podstawy rownej dlugosci
przedziatu, na ktorym funkcja jest rozpatrywana, zawierajacy wykres funkcji, o bokach réwno-
leglych do osi uktadu wspotrzgdnych. Nastepnie prostokat 6w jest dzielony na n przystajacych
prostokgtow, o podstawach dlugoéci £ (przy badaniu szeregdw czasowych n jest dobierane tak,

n

216

Rys. 36. Idea metody podziatu
pola

Zrodio: Opracowanie wlasne
na podstawie: G. Przekota:

a Gospodarcze aspekty ryzyka
na rynkach finansowych.
Wydawnictwo Uczelniane
Politechniki Koszalinskiej,
Koszalin 2014, s. 122—123.

[N
[N

216 7a: G. Przekota: Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregéw czasowych metoda podziatu pola. ,,Zeszyty Studiow
Doktoranckich”, z. 12/2003, s. 50-53.
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cd. Rys. 36. Idea metody
podziatu pola

Zrodto: Opracowanie whasne
na podstawie: G. Przekota:
Gospodarcze aspekty ryzyka
na rynkach finansowych.
Wydawnictwo Uczelniane
Politechniki Koszalifiskiej,
Koszalin 2014, s. 122-123.
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by I bylo liczbg catkowity parzysta, n € {1,2,...,T}). Dla kazdego z prostokatow obliczana jest
najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji:
hy = max f(x)-

xe((-1/ i)

f(x) ,k=1,2,..,n

min ,
xe{(k-1)3k3)
gdzie przez h, oznaczono rozstep funkcji w k-tym prostokacie dla danego n. Pole rozwazanych
prostokatow wynosi zatem: .,
R=I3H.
k=1

Nastepnie kazdy z n prostokatow jest dzielony na dwa przystajace o dtugosci podstawy -~ oraz
obliczane sg rozstepy:
h'= max f(x)- min f(x), k=12,.2n

xe((k-1)7h k) xe{(k-D) ik

oraz pole: )
P =2 2 0y
k=1
Przeprowadzajac owa procedure, otrzymujemy zbior punktéw postaci (% P ) . Wykorzystujac
zaleznos¢:
p, = dim;, (X)PT

wymiar fraktalny szacowany z wykorzystaniem metody podziatu pola dim,,, (X) jest uzyskiwany jako
nachylenie linii regresji p, wzgledem P? (nalezy pamietaé, ze jest to regresja pomijajaca wyraz wolny).

Metoda podziatu pola, mniej rozpowszechniona w krajowe;j literaturze przedmiotu niz metoda
segmentowo-wariacyjna, nie stata si¢ dotychczas przedmiotem szerszych rozwazan, cho¢ byta wy-
korzystywana przez jej tworce w wielu rozmaitych badaniach. Zdaniem autora idea metody podziatu
pola, godna rozwazenia jako inspiracja dla opracowania doktadniejszej i bardziej wiarygodnej meto-
dy szacowania wymiaru fraktalnego, w obecnej postaci jest jednak niemozliwa do zaakceptowania.

W pierwszej kolejnosci nalezy odnotowac brak jednoznacznosci w postugiwaniu si¢ przez
tworce metody pojeciem ,,dlugos¢ szeregu czasowego”, wynikajacy z dyskretnego charakteru
danych. Przez dtugos¢ szeregu nalezy w kontekscie niniejszych analiz rozumie¢ liczbe obserwa-
cji pomniejszong o jednostke, ewentualnie nastepnie przeskalowana dla wygody badacza. Tym-
czasem Przekota utozsamia dtugos$¢ szeregu z liczba obserwacji. Postepowanie to prowadzi to
uzyskiwania wynikéw niepoprawnych metodycznie i nieodzwierciedlajacych stanu faktycznego.
Przyktadem jest szacowanie przez Autora wymiaru fraktalnego dwoch szeregéw o 100 obserwa-
cjach: (1,2,1,2,1,...,2) oraz (1,2,3,...,100). W pierwszym przypadku przyjmuje on, ze T = 100,
a nastepnie kalkuluje pola odpowiednich prostokatow. Zalozenie to jest niepoprawne, w rzeczy-
wisto$ci bowiem rozwazany szereg jest szeregiem o dtugosci 99.

Tab. 4. Wielkosci niezb¢dne do oszacowania wymiaru fraktalnego metoda podziatu pola 100-wyrazowego szeregu
(1,2,1,2,...,2) wg G. Przekoty

n T o P, P,
100 50 100 100
50 25 100 100
20 10 100 100

10 10 5 100 100

Zrédio: G. Przekota: Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregdw czasowych metoda podziatu pola. ,,Zeszyty Studiéw Doktoranckich™,
2. 12/2003, s. 54.
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Poniewaz zawsze p, =2-% , zatem dim,, (X)=2. W przypadku szeregu (1,2,3,...,100) dla
n=1 Przekota przyjmuje T =100 iuzyskuje P, =100-(100—1)=9900 . Obliczajac p,, Autor
twierdzi, ze bada dwa szeregi o dtugosci 50 (w $wietle wiasnej definicji), gdy tymczasem de facto
ich dlugo$¢ wynosi 49. Efektem jest zaniZenie p, i ostatecznie zbyt niska warto§¢ wymiaru frak-
talnego, wynoszaca 0,9861 (zamiast 1).

Tab. 5. Wielkosci niezbedne do oszacowania wymiaru fraktalnego metoda podziatu pola 100-wyrazowego szeregu
(1,2,3,...,100) wg G. Przekoty

n T o P, P,

1 100 50 9900 4900
2 50 25 4900 2400
5 20 10 1900 900
10 10 5 900 400

Zrédio: G. Przekota: Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregdw czasowych metoda podziatu pola. ,,Zeszyty Studiow Doktoranckich™,
z.12/2003, s. 55.

W swej najnowszej publikacji poswigconej tej tematyce Autor stara si¢ skorygowac popetniong
omylke, lecz czynigc to nickonsekwentnie (rozpatruje szereg o 101 obserwacjach poprawnie przy-
pisujac mu dlugos¢ 100, lecz twierdzac, ze jest to szereg o 100 obserwacjach), uzyskuje poprawny
wynik droga dokonywanych ad hoc poprawek. Tymczasem w obydwu przypadkach nalezy rozwa-
zy¢ szeregi o 101 obserwacjach i dtugosci 100. W tej sytuacji dla szeregu (1,2,1,2,1,...,2,1) wyniki
sa takie jak podane przez Przekotg (w pierwszym przypadku jego obliczenia dotycza bowiem innej
sytuacji niz opisana przezen w zatozeniach — a mianowicie takiej, jak rozpatrywana przez autora
niniejszej monografii), jednak w drugim poprawne sa kalkulacje, ktorych wyniki zestawiono w ta-
beli ponizej. Wiasciwie nalezy bowiem rozpatrzy¢ szereg (O,l, 2, ...,100) .

Tab. 6. Wielkosci niezbedne do oszacowania wymiaru fraktalnego metoda podziatu pola 101-wyrazowego szeregu
(0,1,2,...,100)

n T e P, P.

1 100 50 10000 5000
2 50 25 5000 2500
5 20 10 2000 1000
10 10 5 1000 500

Zrédto: Opracowanie whasne.

W badanym przypadku p, = 1~P7“ , zatem dim,,, (X) =1, co jest wielko$cig poprawng. Stosu-
jac zatem omawiane metody w praktyce, nalezy mie¢ §wiadomo$¢ przedstawionych problemow.
Procz wspomnianych kwestii metoda podzialu pola budzi jednak watpliwo$ci natury metodycz-
nej. W przypadku metody segmentowo-wariacyjnej pokazano bowiem, ze skutkuje ona uzyska-
niem oszacowania wymiaru pudetkowego. Tymczasem kalkulowane w metodzie podziatu pola
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nachylenie stosownej linii regresji nie musi prowadzi¢ do otrzymania oceny wymiaru Minkowskie-
go-Bouliganda, lecz innej wielko$ci (by¢ moze powigzanej z nim funkcyjnie), ktorej wlasnosci nie
sg jednak a priori znane. Nie wiadomo zatem, w jakiej relacji do wymiaru pudetkowego pozostaje
wymiar oszacowany metodg podziatu pola. Jego definicja wskazuje jedynie, ze dla tamanej wynosi
on 1 (czyli dim,,, (X) = dim, (X)), podobnie jak w przypadku krzywej wypehiajacej plaszczy-
zng. Poza tymi skrajnymi przypadkami nic o wspomnianej zaleznos$ci nie mozna powiedzie¢. Moze
si¢ okazaé, ze dla wykresow innych funkcji wielkosci te s3g odmienne. W sytuacji wystepowania
rozbieznosci porownywanie warto$ci wymiaru fraktalnego z uzyskanym metoda podziatu pola
byloby bezcelowe. Po drugie, Autor metody nie przedstawit analizy stabilnosci uzyskiwanych
oszacowan oraz popelnianego potencjalnie btedu. Celowe byloby zatem jej przeprowadzenie oraz
skonfrontowanie ich z odpowiednimi warto$ciami otrzymywanymi w przypadku stosowania meto-
dy segmentowo-wariacyjnej. Moze si¢ bowiem okazaé, ze metoda podziatu pola skutkuje btedami
wigkszymi niz w przypadku innych metod szacowania wymiaru fraktalnego, co sktaniatoby do jej
odrzucenia, ewentualnie modyfikacji.

Wstepne analizy oszacowan wymiaru fraktalnego metoda podziatu pola sktonily autora do
przyjecia nastepujacej hipotezy: metoda podzialu pola niezaleznie od dlugosci analizowane-
go szeregu skutkuje uzyskiwaniem zanizonych ocen wymiaru pudeltkowego. Przekonaé si¢
0 poprawnosci niniejszego stwierdzenia na gruncie teoretycznym mozna w nastgpujacy sposob.

W metodzie podzialu pola dim,,, (X) uzyskuje si¢ jako wspotczynnik regresji T . (X)

wzgledem # (z pominigciem wyrazu wolnego), co implikuje postulowana zalezno$¢ typu

T, (X)~ dimyp, (X)X dla £ — 0, czyli?"”:
| )
dlmMPP (X) = lslil'gm .
Positkujac si¢ ,,kwadratami rzeczywistymi”, mozna otrzymac:
2(5) N (X N’ (X
dim,,, (X) = limM =1lim— ()

=0 "N/ (X) 250 N (X) ’

1 —dimg(X) .

a stad, wykorzystujac zaleznos¢ N! (X)=cle
1 (g dimg(X)
. s Cg (5)
dlmMPP (X) =3 hnng(X)
£ CES B

— pdimy(X)-1

Wymiar, ktorego oszacowania dostarcza metoda podziatu pola, jest zatem funkcyjnie powigzany
z wymiarem pudetkowym, przy czym rozpatrywana funkcja nie jest tozsamosciowa. Co wigcej:

dim,,, (X) < dim,, (X)
dla dim, (X)€(1,2), zas:
dim,,, (X) = dim, (X)
jedynie dla dim, (X) € {1, 2} . Wida¢ wigc, ze miara szacowana za pomoca metody podziatu pola

jest rowna wymiarowi fraktalnemu na zbiorze miary zero, za$ we wszystkich pozostatych przy-
padkach jest od niego mniejsza — co dowodzi stusznos$ci przedstawionego twierdzenia.

217 Za: R. Buta: Metoda podziatu pola a metoda segmentowo-wariacyjna szacowania wymiaru fraktalnego. [W:] M. Ku-
czera (red.): Nowe trendy w naukach humanistycznych i spoteczno-ekonomicznych. Cz. 3. Tom III. Creativescience,
Krakow 2012, s. 249-250.
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2,0
1,8
1,6
8 ——dimpypp (X)
£
=
14
1,2
1,0 . ; ! } Rys. 37. Wymiar szacowany
1,0 1,2 14 16 1,8 2,0 metoda podziatu pola a wymiar
dimg(X) pudetkowy krzywych
Zrodio: Opracowanie whasne.

Jakkolwiek mozna wigc traktowaé dim,,, (X) za charakterystyke badanej krzywej, to jed-
nak postepowanie takie nalezy uzna¢ za bezcelowe. Po pierwsze, porownywanie oszacowanych
wartosci dim,, (X) z wynikami uzyskanymi przez innych badaczy jest niepoprawne z meto-
dycznego punktu widzenia, w rzeczywisto$ci bowiem prowadzi do konfrontowania odmiennych
wielkosci. Po drugie, wlasnos$ci wymiaru pudetkowego zostaty dobrze poznane w przeciwienstwie
do dim,,, (X). Po trzecie, nieznana jest precyzja metod stuzacych szacowaniu dim,, (X), co
uniemozliwia formutowanie jakichkolwiek wnioskéw odnosnie do wiarygodnosci uzyskiwanych
oszacowan?'®, Dlatego tez kolejnym krokiem bedzie przedstawienie konkluzji sformutowanych
w oparciu o wyniki badan poswigconych stabilno$ci i doktadno$ci otrzymywanych rezultatow.

3.4. Krytyczna analiza uzytecznosci metody
segmentowo-wariacyjnej 1 podziatu pola

w szacowaniu wymiaru fraktalnego finansowych
szeregOw czasowych

Przedstawione uprzednio watpliwosci dotyczace jakosci ocen uzyskanych za pomoca omawia-
nych metod szacowania wymiaru fraktalnego sprawity, ze celowe stato si¢ zbadanie ich wlasno$ci
poprzez skonfrontowanie wielko$ci estymowanych z rzeczywistymi w odniesieniu do rozmaitych
szeregdw czasowych.

218 R, Buta: Aspekty metodyczne szacowania wymiaru fraktalnego finansowych szeregéow czasowych. [W:] M. Kuczera
(red.): Mtodzi naukowcy dla polskiej nauki. Cz. IX. Tom II. Creativetime, Krakéw 2012, s. 195-196.
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W pierwszej kolejnosci przeanalizowano dane wykorzystane przez Przekotg celem dokonania
poréwnan oszacowanych przezen wymiardw z wymiarami estymowanymi metodg segmentowo-
-wariacyjng. Wérdd badanych szeregéw czasowych znalazty si¢ m.in. szeregi kursow walut:
dolara amerykanskiego, euro, franka szwajcarskiego oraz funta brytyjskiego w okresie
04.01.1999-30.01.2004%"°. Autor ma $wiadomos$¢, ze wykorzystane dane sg istotnie odlegte w cza-
sie. Poniewaz jednak niniejszy punkt ma charakter wytacznie metodyczny, za wskazane uznano
odwotanie si¢ do oryginalnych danych zuzytkowanych przez twérce badanej metody, by tym
silniej zaakcentowacé jej utomnosci.

Podobne kalkulacje zostaty przeprowadzone dla Warszawskiego Indeksu Gieldowego (no-
towania w okresie 02.01.1995-19.09.2005) — zaréwno w odniesieniu do pozioméw indeksu jak
i logarytmicznych skumulowanych stop zwrotu. Decyzj¢ o wyborze zakresu czasowego podj¢to
— podobnie jak uprzednio — dazac do skonfrontowania rezultatow uzyskanych przez Przekote
z wynikami otrzymanymi wskutek zastosowania metody Zwolankowskiej.

Wskazane szeregi czasowe sa jednak szeregami o nieznanym rzeczywistym wymiarze fraktal-
nym. Celowe jest zatem potwierdzenie formulowanych wnioskow przy wykorzystaniu szeregow
czasowych o okreslonym teoretycznym wymiarze pudetkowym. W tym celu wykorzystano szeregi
fraktalnego btadzenia przypadkowego, tj. opisywanego utamkowego ruchu Browna. Ze wzgledu
na fakt, ze w badaniach ekonomicznych spotyka si¢ najczesciej szeregi persystentne, postanowiono
zbada¢ wspomniane szeregi dla wymiarow fraktalnych wynoszacych: 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5.
W analizach postuzono si¢ szeregami o zréznicowane;j liczbie obserwacji: 1008, 2016, 3024, 3960,
4680, tj. o dlugosciach zblizonych do 1000, 2000, etc., majacych mozliwie jak najwigcej dziel-
nikow (tak by w przypadku stosowania metody podziatu pola dysponowaé jak najwicksza liczba
danych do skonstruowania linii regresji).

Wydaje si¢, ze wnioski teoretyczne zostaty w petni potwierdzone przez wyniki przeprowadzo-
nych badan. Metoda podzialu pola okazuje si¢ systematycznie zaniza¢ poziom rzeczywistego
wymiaru fraktalnego dla najcze¢sciej spotykanych szeregdw o przecigtnym poziomie persysten-
tno$ci. Ponadto uzyskiwane za jej pomoca oszacowania sg zdecydowanie bardziej niestabilne
(cechuja sig istotnie wigkszym odchyleniem standardowym) niz oszacowania otrzymane w wyniku
zastosowania metody segmentowo-wariacyjne;j. Jest to zjawisko tym bardziej niepokojace, ze linie
regresji byly dopasowywane na podstawie relatywnie wielu punktéw (znaczna liczba dzielnikow
w kazdym przypadku). Mozna przypuszczac, ze dla liczby obserwacji o niewielu dzielnikach uzy-
skane wyniki moglyby by¢ jeszcze gorsze. Jest to jednocze$nie kolejny argument przemawiajacy
przeciw postugiwaniu si¢ metoda podziatu pola — nie umozliwia ona analizowania szeregow
o dowolnej dlugosci, w skrajnym przypadku bowiem, gdyby liczba obserwacji byta liczba pierw-
sza, linii regresji w ogole nie datoby si¢ poprowadzié¢. Mozna temu zaradzié, odrzucajac czg$¢ ob-
serwacji, jednak takie postgpowanie rodzi dodatkowe problemy zwigzane z malejacg zawartosciag
informacyjng takiego szeregu i klopotami z okre$leniem regut przesadzajacych o tym, ile i ktore
obserwacje nalezaloby odrzuci¢.

219 Autor niniejszej monografii kazdorazowo dokonywat powtérnego oszacowania wymiaru fraktalnego, konfrontujac go
z wynikami podawanymi przez Przekotg. Rezultaty cechowaty si¢ bardzo wysokim stopniem zgodnos$ci w odniesieniu
do szeregdw o 1000 obserwacjach (réznice rz¢du 1-3%o) oraz nieco mniejszym w przypadku szeregéw o 100 obserwa-
cjach (réznice rzedu 1-2%). Dla szeregdw o 100 obserwacjach odnotowano jednak kilka przypadkow, gdy oszacowania
roznily si¢ znaczaco (ok. 10%). Przekota nie podat jednak z jakich danych korzystat (poza wskazaniem, ze zostaty
one dostarczone przez Narodowy Bank Polski), zatem ewentualna weryfikacja uzyskanych przezen wynikow nie jest
mozliwa. Autor niniejszej monografii postuzyt si¢ dziennymi kursami srednimi NBP (http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/
kursy/arch_a.html).
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Ponadto empiryczny rozktad prawdopodobienstwa uzyskiwanych oszacowan w przypadku po-
sitkowania si¢ metoda segmentowo-wariacyjng jest w przyblizeniu normalny, co potwierdzaja
przeprowadzone testy statystyczne. Z kolei dla oszacowan otrzymywanych z wykorzystaniem
metody podziatu pola hipotez¢ o normalnosci rozktadu nalezy odrzuci¢ zdecydowanie czesciej,
a sam rozktad przypomina raczej rozktad zblizony do trojkatnego czy jednostajnego, cechujac si¢
jednoczes$nie zdecydowanie wigksza dyspersja i mniejszym poziomem koncentracji (platykur-
tycznos$cia).

Przedstawione konkluzje sktaniajg do jednoznacznego odrzucenia metody podzialu pola w jej
obecnym ksztalcie na korzys¢ metody segmentowo-wariacyjnej. W przypadku metody podziatu
pola wigksze jest prawdopodobienstwo popelnienia znaczacego biedu, dlatego tez jej stosowanie
nie jest rekomendowane przez autora niniejszej pracy??.

3.5. Konkluzje

W niniejszym rozdziale omowiono dwie najczesciej przywolywane w krajowej literaturze przed-
miotu metody szacowania wymiaru fraktalnego szeregdw czasowych — metode segmentowo-
-wariacyjng i metod¢ podziatu pola. Na podstawie przeprowadzonych analiz dotyczacych danych
empirycznych oraz uzyskanych w drodze symulacji mozna wywnioskowac, ze w obecnej postaci
metody te nie moga by¢ uznawane za rownorzedne. Metoda Zwolankowskiej okazata si¢ dostar-
cza¢ zdecydowanie bardziej wiarygodnych i stabilnych oszacowan wymiaru pudetkowego (cho¢
oczywiscie takze obarczonych pewnymi bledami). Z kolei metoda zaproponowana przez Przeko-
te, atrakcyjna ze wzgledu na prostote przyswiecajacej jej idei oraz relatywnie niekomplikowane
i mato czasochtonne obliczenia, w obecnej postaci zdaniem autora nie powinna by¢ jednak wyko-
rzystywana do szacowania wymiaru fraktalnego.

Przeciw stosowaniu wspomnianej metody przemawia przede wszystkim fakt, ze odpowiedni
estymator jest estymatorem obcigzonym — systematycznie niedoszacowujgcym poziom rzeczy-
wistego wymiaru Minkowskiego-Bouliganda. Po drugie, oszacowania uzyskiwane za pomoca
metody podziatu pola cechuja si¢ niewielkim stopniem stabilno$ci — co sprawia, ze nawet gdyby
uzna¢ obcigzonos$¢ estymatora za nieistotna, to nadmierne (w stosunku do metody segmentowo-
-wariacyjnej) fluktuacje oszacowan sktaniaja do odrzucenia tej metody. W obecnym ksztatcie
moze ona bowiem sugerowaé wystepowanie zmian analizowanego systemu ekonomicznego, ktore
w rzeczywistosci maja zdecydowanie tagodniejszy charakter badz w ogole nie wystepuja, co moze
prowadzi¢ do formutowania nieuzasadnionych wnioskéw?'.

Przedstawione rozwazania natury teoretycznej, jak rowniez towarzyszace im badania o cha-
rakterze empirycznym sktonily autora do positkowania si¢ wylacznie metoda segmentowo-waria-
cyjna. Metoda ta zostanie wykorzystana w kolejnym, ostatnim rozdziale, gdzie autor postara si¢
okaza¢, ze sformutowane twierdzenie odnosnie do zasadnosci wykorzystania wymiaru fraktalnego
W procesie oceny poziomu ryzyka inwestycji finansowych zwycigsko przechodzi probe sfalsyfiko-
wania go z wykorzystaniem danych empirycznych pochodzacych z polskiego rynku akcji.

220 Dodatkowego potwierdzenia dla sformutowanych konkluzji dostarczaja rezultaty badan opisanych w R. Buta: Analiza
wymiaru fraktalnego spotek notowanych na Gietdzie Papierow Wartosciowych w Warszawie — aspekty metodyczne.
,.Nauki o Finansach”, nr 1/2017.

221 Co tez stato si¢ udzialem tworcy metody podziatu pola. Zob.: R. Buta: Metoda..., op. cit., s. 250-251.
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Rozdziat IV

Pomiar ryzyka inwestycji finansowych

z wykorzystaniem wymiaru fraktalnego —
badania empiryczne

Wymowniejsze od logiki sq fakty.
M. Twain

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang wyniki badan odnoszacych si¢ do polskiego rynku
akcji. Celem bezposrednio przy$§wiecajacym ich przeprowadzeniu bylo potwierdzenie na gruncie
empirycznym gléwnej hipotezy badawczej — pokazanie, ze wymiar fraktalny finansowych
szeregow czasowych jest elementem istotnym dla poprawnej oceny ryzyka inwestycyjne-
go. W tym celu, zgodnie z zaleceniami Poppera, autor podjal probe sfalsyfikowania postawionej
hipotezy badawczej w oparciu o dostgpne dane. Gdyby w toku analiz okazato si¢, ze uzytecz-
no$¢ wymiaru fraktalnego jako miernika wspomagajacego ocen¢ ryzykownosci inwestycji jest
nikta, wowczas teoria inwestycji wzbogacilaby si¢ o twierdzenie gloszace, ze jego stosowanie do
kwantyfikacji ryzyka nie umozliwia bardziej poprawnej oceny poziomu ryzyka. Stwierdzenie to,
z punktu widzenia logiki rownorzedne w sensie istotnoSci przyjetej hipotezie badawczej, niesie
jednak zdecydowanie mniej wazkie konsekwencje o charakterze nie tylko utylitarnym, lecz tak-
ze naukowym. Podwazatoby ono bowiem zasadno$¢ positkowania si¢ aparatem teoretycznym
powstatym w ramach teorii rynku fraktalnego. Co wigcej, w zamian za praktycznie sfalsyfiko-
wany w klasycznej postaci model Samuelsona-Osborne’a nie proponowatoby zadnych nowych
rozwigzan w zakresie pomiaru ryzykownos$ci inwestycji. Powyzsze wzgledy — a takze wstgpne
badania prowadzone przez autora — przyczynily si¢ do sformutowania glownej hipotezy badaw-
czej w przedstawionej postaci oraz do wyrazenia przekonania, ze nie zostanie ona obalona, lecz
potwierdzona (w popperowskim rozumieniu tego terminu)*.

222 Nalezy tu zauwazy¢, ze popperowskie ,,potwierdzenie” czy tez , koroboracja” jest czyms zgota odmiennym niz ,,pozy-
tywna weryfikacja”.
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4.1. Charakterystyka przedmiotu badan

Ze wzgledu na ograniczone ramy niniejszej pracy oraz fakt, ze w rozwazaniach teoretycznych
odnoszono si¢ przede wszystkim do rynku akcji, postanowiono przeanalizowac¢ ceny akcji notowa-
nych na warszawskiej gieldzie papieréw wartosciowych. Jako ze podane kryterium ogélne spelnia
ogromna liczba waloréw, konieczne bylo poshuzenie si¢ dodatkowymi warunkami, ograniczajacy-
mi liczebnos$¢ badanej proby, a jednoczesnie niewptywajacymi istotnie na proces wnioskowania.
Z tego powodu autor podjal decyzj¢ o przeanalizowaniu cen akcji spétek wchodzacych w sklad
trzech gléownych indekséw publikowanych przez Gielde Papieréw Warto$ciowych w War-
szawie S.A.: Warszawskiego Indeksu Gieldowego Duzych Spétek WIG20, Warszawskiego
Indeksu Gieldowego Srednich Spélek mWIG40 oraz Warszawskiego Indeksu Gieldowego
Malych Spélek sWIG80. Zdaniem autora metodyka kwalifikowania spotek do indeksow zapew-
nia taki stopien reprezentatywnos$ci proby, ktoéry umozliwia zachowanie wspomnianych uprzednio
warunkow.

Portfele wzmiankowanych indekséw sa tworzone na podstawie rankingu budowanego po ostat-
niej sesji stycznia, kwietnia, lipca i pazdziernika®. Ranking spotek jest sporzadzany z uwzgled-
nieniem procentowego udziatu w tacznych obrotach oraz procentowego udziatu w tacznej wartosci
akcji w wolnym obrocie wszystkich spotek branych pod uwage. Tworzac ranking, oblicza si¢ tzw.
punkty rankingowe w mys$l wzoru:

R(i)=0,6-sT(i)+0,4-sC(i),
gdzie:
R(i) — punkty rankingowe i-tej spotki,
sT(i) — udzial procentowy obrotu akcjami i-tej spotki w tacznych obrotach akcjami wszystkich
spotek uwzglednianych w rankingu,
sC(i) —udzial procentowy warto$ci akcji w wolnym obrocie i-tej spotki w wartosci akcji w wolnym
obrocie wszystkich spotek uwzglednianych w rankingu.

Na tej podstawie dobiera si¢ spotki do indeksow (spdtka rankingowa moze zosta¢ zakwali-
fikowana do co najwyzej jednego z nich)**. 1 tak, w sktad indeksu WIG20 wchodzi docelowo
20 spoltek, zajmujacych najwyzsze miejsca w rankingu, z uwzglednieniem specyficznych korekt
zapobiegajacych nadmiernej koncentracji spotek jednego sektora®®. Z kolei do indeksu mWIG40
zostajg zakwalifikowane spotki (docelowo 40) nietworzace indeksu WIG20 (z wytaczeniem okre-
Slonych, zbyt duzych spotek zagranicznych). W sktad indeksu matych spotek sWIG80 wchodza
natomiast spotki, ktore nie zostaty uwzglednione w konstrukcji indeksow WIG20 oraz mWIG40
(za wyjatkiem okreslonych, zbyt duzych spoélek zagranicznych, przy czym stosowne warunki dla
indeksu sWIG80 sg zdecydowanie bardziej restrykcyjne niz dla indeksu mWIG40) — w liczbie

223 7a: Szczegbdlowe zasady konstrukcji i podawania do publicznej wiadomosci indekséw i subindekséw gietdo-
wych. Zatacznik do Uchwaty Nr 1224/2014 Zarzadu Gieldy Papieréw Wartosciowych w Warszawie S.A. z dnia
31 pazdziernika 2014 r. http://www.google.pl/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=3&ved=0CCO
QFjACahUKEwjIncPz 4rGAhXKsxQKHT7xAGM&url=http%3A%2F%2Fwww.gpw.pl%2Fpub%2Ffiles%
2FDOC%2Fregulacje%2F1224 2014.doc&ei=pUF7VYi3I8rnUr7ig5gG&usg=AFQjCNHhVZzNBRFvWX1vL4pBg
iwF7hgypg&bvm=bv.95515949,d.d24&cad=rja.

Warunkiem koniecznym zaliczenia do jakiegokolwiek indeksu jest, by liczba akcji spotki w wolnym obrocie stanowita
wigcej niz 10%, a ich warto$¢ byta wigksza niz 1 mln euro. Ponadto spotki takie nie moga by¢ oznaczone w sposob
szczegolny ani ich akcje nie moga byé zakwalifikowane do segmentu LISTA ALERTOW lub Strefy Nizszej Ptynnosci
(ibid.).

Liczba spotek tego samego sektora wchodzacych w sktad indeksu nie powinna by¢ wigksza niz 5 (z uwzglednieniem
zapisoOw §11 ust. 4 odno$nej uchwaty, ibid.).

224
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docelowo 80. Zdaniem autora opisywana metodyka doboru spotek do indeksow, uwzgledniajagca
warto$¢ obrotow akcjami danego podmiotu oraz ich dostepnos¢, sprawia, ze notowania zakwalifi-
kowanych spotek mozna uzna¢ za wiasciwie odzwierciedlajace dany segment rynku, a jednoczes-

nie cechujace si¢ pozadanymi wlasnosciami z punktu widzenia analitycznego.

Opisywane uwarunkowania sprawily, ze w pracy postanowiono zbada¢ kwotowania cen akcji
wybranych spolek wchodzacych w sklad wspomnianych indeksow w dniu 30 kwietnia 2015 r.
(tj. po rewizji rocznej majacej miejsce w dniu 20 marca 2015 r.). Ze wzgledu na konieczno$é
dysponowania odpowiednig liczbg obserwacji wykorzystano notowania dzienne. Jako ze sesje
na warszawskim parkiecie odbywaja si¢ we wszystkie dni robocze od 3 pazdziernika 1994 r., nie
positkowano si¢ danymi odnoszacymi si¢ do okreséw wczesniejszych.

Tab. 7. Spotki zakwalifikowane do indeksu WIG20 wg stanu z dn. 30 kwietnia 2015 r.

Skré Spélka Okres notowan Liczba )
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
ACP ASSECOPOL 1998-06-02 2015-04-30 4236
ALR ALIOR 2012-12-14 2015-04-30 586
BZW BZWBK 1994-10-03 2015-04-30 5137
CPS CYFRPLSAT 2008-05-06 2015-04-30 1749
ENA ENEA 2008-11-17 2015-04-30 1613
ENG ENERGA 2013-12—-11 2015-04-30 342
EUR EUROCASH 2005-02-04 2015-04-30 2558
KGH KGHM 1997-07-10 2015-04-30 4458
LPP LPP 2001-05-16 2015-04-30 3429
LWB BOGDANKA 2009-06-25 2015-04-30 1464
MBK MBANK 1994-10-03 2015-04-30 5144
OPL ORANGEPL 1998-11-18 2015-04-30 4119
PEO PEKAO 1998-06-30 2015-04-30 4219
PGE PGE 2009-11-06 2015-04-30 1368
PGN PGNIG 2005-09-23 2015-04-30 2402
PKN PKNORLEN 1999-11-26 2015-04-30 3863
PKO PKOBP 2004-11-10 2015-04-30 2622
PZU PZU 2010-05-12 2015-04-30 1242
SNS SYNTHOS 2004-12-20 2015-04-30 2595
TPE TAURONPE 2010-06-30 2015-04-30 1208

Objasnienia: Wyrdézniono spotki poddane dalszym analizom.

Zrodto: Komunikat Zarzadu Gieldy Papieréw Wartosciowych w Warszawie S.A. z dnia 12 lutego 2015 roku. http://static.gpw.pl/pub/files/
PDF/2015_02_12_3_Portfele. WIG20_mWIG40_sWIG80_WIG30_0315.pdf .
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Tab. 8. Spotki zakwalifikowane do indeksu mWIG40 wg stanu z dn. 30 kwietnia 2015 r.

Skrot Spotka Olres notowa Liczba
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
AMC AMICA 1997-09-08 2015-04-30 4413
APT APATOR 1997-04-24 2015-04-30 4488
ATT GRUPAAZOTY 2008-06-30 2015-04-30 1711
BDX BUDIMEX 1995-05-25 2015-04-30 4987
BHW HANDLOWY 1997-06-30 2015-04-30 4464
BRS BORYSZEW 1996-05-20 2015-04-30 4702
CAR INTERCARS 2004-05-26 2015-04-30 2699
CCC CCC 2004-12-02 2015-04-30 2589
CDR CDPROJEKT 1994-10-03 2015-04-30 5105
CIE CIECH 2005-02-10 2015-04-30 2557
EAT AMREST 2005-04-27 2015-04-30 2503
ECH ECHO 1996-03-05 2015-04-30 4770
EMP EMPERIA 2002-01-03 2015-04-30 3245
FTE FORTE 1996-07-24 2015-04-30 4681
GCH GLOBCITYHD 2006-12—08 2015-04-30 2037
GNB GETINOBLE 2007-05-30 2015-04-30 1981
GPW GPW 2010-11-09 2015-04-30 1115
GTC GTC 2004-05-06 2015-04-30 2753
GTN GETIN 2001-05-10 2015-04-30 3492
HWE HAWE 2007-02-14 2015-04-30 2052
ING INGBSK 1994-10-03 2015-04-30 5146
ITG INTEGERPL 2007-10-30 2015-04-30 1872
ISW ISW 2011-07-06 2015-04-30 951
KER KERNEL 2007-11-23 2015-04-30 1856
KRU KRUK 2011-05-10 2015-04-30 991
KTY KETY 1996—01-30 2015-04-30 4810
LTS LOTOS 2005-06—09 2015-04-30 2477
MDG MEDICALG 2011-11-09 2015-04-30 844
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Skrot Spotka Okres rotowan Liczba |

Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
MIL MILLENNIUM 1994-10-03 2015-04-30 5134
NET NETIA 1999-07-29 2015-04-30 3947
NEU NEUCA 2004-09-30 2015-04-30 2602
NWG NEWAG 2013-12-05 2015-04-30 346
ORB ORBIS 1997-11-20 2015-04-30 4358
PKP PKPCARGO 2013-10-30 2015-04-30 370
SNK SANOK 1997-01-16 2015-04-30 4445
STP STALPROD 1997-08-06 2015-04-30 4340
TRK TRAKCJA 2008-04—01 2015-04-30 1762
TVN TVN 2004-12-07 2015-04-30 2604
WWL WAWEL 1998-03-11 2015-04-30 4127
ZEP ZEPAK 2012-10-30 2015-04-30 618

Objasnienia: Wyrdzniono spotki poddane dalszym analizom.

Zrodio: Komunikat Zarzadu Gieldy Papierow Wartosciowych w Warszawie S.A. z dnia 12 lutego 2015 roku. http://static.gpw.pl/pub/files/

PDF/2015 02 12 3 Portfele WIG20 mWIG40 sWIG80 WIG30 0315.pdf .

Tab. 9. Spotki zakwalifikowane do indeksu sWIG80 wg stanu z dn. 30 kwietnia 2015 r.

Skrot Spotka Okres rotowan Liczba
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
ABC ABCDATA 2010-06-17 2015-04-30 1217
ABE ABPL 2006-09-21 2015-04-30 2054
ABS ASSECOBS 2007-11-19 2015-04-30 1785
ACE ACE 2007-06—01 2015-04-30 1951
ACG ACAUTOGAZ 2011-08-11 2015-04-29 817
ACT ACTION 2006-07-24 2015-04-30 2189
AGO AGORA 1999-04-20 2015-04-30 4015
AGT AGROTON 2010-11-08 2015-04-30 1115
ALC ALCHEMIA 1998-05-19 2015-04-30 3786
ALI ALTUSTFI 2014-07-11 2015-04-30 200
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Okres notowan

Skrét Spotka Liczba
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
AML ALUMETAL 2014-07-17 2015-04-30 195
ASB ASBIS 2007-10-30 2015-04-30 1790
AST ASTARTA 2006-08-17 2015-04-30 2172
ATC ARCTIC 2009-10-23 2015-04-30 1367
ATM ATM 2004-09-28 2015-04-29 2623
BFT BENEFIT 2011-04-21 2015-04-30 888
BIO BIOTON 2005-03-16 2015-04-30 2523
BOS BOS 1997-02-03 2015-04-30 3868
BPH BANKBPH 1995-02-07 2015-04-30 5058
BTM BYTOM 1995-01-05 2015-04-30 4955
CIG CIGAMES 2007-11-30 2015-04-30 1850
CMP COMP 2005-01-14 2015-04-30 2554
CMR COMARCH 1999-03-10 2015-04-30 4039
COL COLIAN 1995-05-17 2015-04-30 4980
CRM CORMAY 2008-08-20 2015-04-30 1639
DBC DEBICA 1994-11-24 2015-04-30 5089
DOM DOMDEV 2006-10-24 2015-04-30 2129
DUD DUDA 2002-12-23 2015-04-30 3083
DUO DUON 2007-10-10 2015-04-30 1883
EEX EKOEXPORT 2009-07-16 2015-04-30 1449
ELB ELBUDOWA 1996-02-09 2015-04-30 4679
EMT ELEMENTAL 2012-07-12 2015-04-30 684
FCL FARMACOL 1999-04-23 2015-04-30 3871
FMF FAMUR 2006-08—04 2015-04-30 2184
FRO FERRO 2010-04-14 2015-04-30 1212
GCN GROCLIN 1998-11-24 2015-04-30 4020
GRI GINOROSSI 2006-06-26 2015-04-30 2210
GRJ GRAJEWO 1997-05-06 2015-04-30 4260
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Okres notowan

Skrét Spotka Liczba
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
IFR IFSA 2007-05-28 2015-04-30 1589
IPX IMPEXMET 1997-06-24 2015-04-30 4441
KAN KANIA 2008-12-22 2015-04-30 1587
KFL KOFOLA 2003-02-27 2015-04-30 2867
KGN KOGENERA 2000-05-26 2015-04-30 3703
KPX KOPEX 1998-06-04 2015-04-30 4182
KRI KREDYTIN 2007-06-11 2015-04-30 1966
KRS KERDOS 2004-06—-07 2015-04-30 2714
KSW KRUSZWICA 1997-01-03 2015-04-30 4545
LBW LUBAWA 1996-11-18 2015-04-30 4493
LCC LCCORP 2007-06-29 2015-04-30 1960
LTX LENTEX 1997-05-08 2015-04-30 4470
MAB MABION 2010-08-10 2015-04-30 1155
MAG MAGELLAN 2007-10-01 2015-04-30 1800
MCI MCI 2001-02—-01 2015-04-30 3567
MDS MIDAS 1997-06-12 2015-04-30 4470
MNC MENNICA 1998—-04-02 2015-04-30 4103
MON MONNARI 2006-12-20 2015-04-30 2086
MSX MSXRESOUR 1994-10-03 2015-04-30 5107
MSZ MOSTALZAB 1994-10-05 2015-04-30 5144
PCE POLICE 2005-07-14 2015-04-30 2451
PCM PCM 2014-04-16 2015-04-30 231
PEL PELION 1998-02-17 2015-04-30 4299
PEP PEP 2005-05-13 2015-04-30 2488
PGD PAGED 1996-10-10 2015-04-30 4487
PHN PHN 2013-02-13 2015-04-30 548
PND POLNORD 1998-12-18 2015-04-30 4026
PUE ZPUE 1999-08-03 2015-04-30 3504
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Skrot Spotka Okres rotowan Liczba |
Data poczatkowa Data koncowa obserwacji
QRS QUERCUS 2008-09-11 2015-04-30 1633
RBW RAINBOW 2007-10-09 2015-04-30 1858
RDL RADPOL 2007-05-10 2015-04-30 1995
RFK RAFAKO 1994-10-03 2015-04-30 5127
ROB ROBYG 2010-11-03 2015-04-30 1106
SEN SERINUS 2010-05-25 2015-04-30 1220
SGN SYGNITY 1995-10-27 2015-04-30 4880
SKA SNIEZKA 2003-12-29 2015-04-30 2742
SMT SMT 2007-10-09 2015-04-30 1684
STX STALEXP 1994-10-26 2015-04-30 5130
VST VISTULA 1994-10-03 2015-04-30 5141
WSE WORKSERV 2012-04-26 2015-04-30 747
ZKA ZETKAMA 2005-03-04 2015-04-30 2481
ZMT ZAMET 2011-10-10 2015-04-30 874

Objasnienia: Wyrdézniono spotki poddane dalszym analizom.

Zrodto: Komunikat Zarzadu Gietdy Papieréw Wartosciowych w Warszawie S.A. z dnia 12 lutego 2015 roku. http://static.gpw.pl/pub/files/
PDF/2015_02_12_3_Portfele. WIG20_mWIG40_sWIG80_WIG30_0315.pdf .

Niektore spotki wehodzace w sktad wspomnianych indeksow byly jednak notowane na giel-
dzie zbyt krotko, by mozliwe byto badanie dostatecznie dtugich szeregow. Przyjeto zatem, ze
szeregi krotsze niz odpowiadajgce okresowi pigcioletniemu (tj. o liczbie obserwacji mniejszej
niz 1251) nie powinny by¢ przedmiotem analiz?*. Ostatecznie sposrod spotek tworzacych indeks
WIG20 wyeliminowano 4, spos$rod tworzacych indeks mWIG40 — 7, za$ sposrod tworzacych
indeks sWIG80 — 15.

W celu uzyskania sumarycznego obrazu zachowan cen akcji ,,przecietnej spotki” wchodza-
cej w sktad kazdego z indekséw autor zdecydowat takze o badaniu fluktuacji poszczegélnych
indeksow: Warszawskiego Indeksu Gieldowego Duzych Spotek WIG20, Warszawskiego In-
deksu Gieldowego Srednich Spélek mWIG40, Warszawskiego Indeksu Gieldowego Malych
Spolek sWIGS80, a ponadto (dla otrzymania materiatu do poréwnan) Warszawskiego Indeksu
Gieldowego WIG. Co prawda indeks WIG (w przeciwienstwie do poprzednio wymienionych) jest
indeksem dochodowym, a nie cenowym, niec wydaje si¢ jednak, by fakt ten mogt istotnie wptynaé
na otrzymywane rezultaty.

226 Liczba obserwacji ustalona w oparciu o historyczng liczbe dni transakcyjnych w pigcioleciu.
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w oparciu o dane serwisu stooq.pl.

Wisrdd problemoéw natury metodycznej zwigzanych z prowadzonymi badaniami istotna jest
kwestia, czy analizom podda¢ ceny i zmiany cen akcji (wzglednie poziomy i zmiany poziomow
indeksow), czy tez skumulowane i jednookresowe stopy zwrotu. Prowadzone w rozdziale drugim
rozwazania sktaniajg do wykorzystania stop zwrotu. Ponadto znaczenie i ekonomiczna interpre-
tacja wskazuja, ze bardziej celowe jest oparcie obliczen na wzglednych miarach efektywnosci
inwestycji. Z tego tez powodu w niniejszej pracy positkowano si¢ stopami zwrotu.

Przystepujac do obliczen nalezato takze rozstrzygnaé kwestie, jaki rodzaj stop zwrotu wykorzy-
sta¢. Postanowiono postuzy¢ si¢ logarytmicznymi stopami zwrotu. Wybor 6w jest podyktowa-
ny ich podstawowg zaleta — a mianowicie addytywnos$cia. Co wigcej, logarytmiczna stopa zwrotu
przyjmuje warto$ci z zakresu (—oo, +oo) , co ulatwia jej modelowanie z wykorzystaniem rozktadow,
w przypadku ktoérych dziedzing funkcji gestosci jest zbior liczb rzeczywistych. Co prawda stwier-
dzenie, ze stopa zwrotu jest nizsza niz -100% (a taka sytuacja w odniesieniu do logarytmicznych
stop zwrotu moze mie¢ miejsce) nie wydaje si¢ poprawne (powszechnie uzywana prosta stopa
zwrotu jest albowiem zawsze wigksza lub w ostatecznosci rowna -100%). W tym przypadku korzy-
$ci z uzycia logarytmicznych stop zwrotu przewazaja nad niedogodnosciami. Stopy logarytmiczne
cechuja si¢ jednak dwiema istotnymi wadami, a mianowicie dla portfela instrumentow finansowych
prosta stopa zwrotu jest §rednig wazong prostych stop zwrotu z poszczegdlnych sktadowych. Dla
stop logarytmicznych relacja ta nie zachodzi. Co wigcej, jezeli wykorzystywac prosta stope zwrotu,
to wzrost ceny instrumentu o 2x jednostek pieni¢znych bedzie skutkowat dwukrotnie wyzsza stopa
zwrotu, niz w przypadku wzrostu ceny o x jednostek pienig¢znych, co dla stop logarytmicznych jest
nieprawda. Jako ze dla niewielkich zmian cen (a z takimi mamy do czynienia w niniejszej monogra-
fii) logarytmiczna i prosta stopa zwrotu sg praktycznie rowne, wady te nie wydaja si¢ by¢ istotne.

Problematyczna byta takze decyzja, czy postugiwac¢ si¢ nominalnymi czy tez realnymi stopami
zwrotu z inwestycji. Wydawatoby si¢ by¢ moze, ze lepszym rozwigzaniem jest wykorzystanie
stop realnych, pomijajacych wptyw zjawisk inflacyjnych na poziom rentownosci inwestycji. Tym
niemniej zdecydowano o uzyciu stop nominalnych. Wybor ten byl podyktowany przede wszystkim
dostepnoscia danych — publikowane informacje statystyczne odnosza si¢ co najwyzej do miesigcz-
nych zmian poziomu cen, co oznaczaloby konieczno$¢ szacowania dziennych stdp inflacji doko-
nujac interpolacji. Podejscie to nie zostalo wykorzystane przez autora, zwlaszcza ze relatywnie

227 Dla poréwnywalnosci danych za date poczatkowa obrano 31 grudnia 1997 r., tj. najpdzniejsza z dat bazowych analizo-
wanych indeksow.
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niewielkie zmiany poziomu cen w badanym okresie nie znajdujg istotnego odzwierciedlenia w sto-
pach dziennych. Z tego powodu w pracy postuzono si¢ stopami nominalnymi.

Wykorzystane szeregi czasowe cen zamknig¢cia zostaty udostgpnione przez serwis stooq.pl. Na-
lezy jednak zwréci¢ uwage na metodyke dostosowywania cen historycznych przezen stosowang.
Kazdorazowa wyptata pozytkow z akcji (najczesciej w postaci dywidend) powoduje, Zze rynkowe
ceny akcji sg obnizane o okreslong kwote, a zatem positkowanie si¢ wytacznie nimi prowadzitoby
do zafalszowania rzeczywistego poziomu osigganych stop zwrotu. Dlatego tez w takiej sytuacji
ceny akcji sg dostosowywane wstecz, by wlasciwie odzwierciedla¢ zyskownos¢ inwestycji. W tym
celu kalkulowany jest odpowiedni dzielnik:

gdzie:
d — dzielnik,
S — cena akcji na ostatniej sesji z uwzglednieniem wyptacanych pozytkow,
D — wyptacane pozytki z akcji.
Nastepnie wszystkie notowania sprzed dostosowania cen akcji sa dzielone z wykorzystaniem ob-
liczonej wielko$ci. Skutkiem przeprowadzenia tego zabiegu jest otrzymanie szeregow wartosci
poprawnie odzwierciedlajacych zyskowno$¢ inwestycji w akcje.

W dalszej czg¢sci zostang przedstawione szczegotowe wyniki analiz odnoszacych si¢ do zakre-
$lonego przedmiotu badan. Wszelkie kalkulacje prowadzono wykorzystujac program MS Excel
oraz jezyk programowania Visual Basic for Applications.

4.2. Procedura 1 wyniki badan

4.2.1. Analiza wybranych podstawowych wlasnosci statystycznych

W pierwszej kolejnosci dla wskazanych spétek skalkulowano logarytmiczne oraz skumulowane
logarytmiczne stopy zwrotu. Na ich podstawie obliczono gléwne charakterystyki statystyczne
oraz klasyczne miary ryzyka: odchylenie standardowe, odchylenie przecig¢tne, semiodchylenie
standardowe, semiodchylenie przecigtne, odchylenie ¢wiartkowe oraz warto$¢ zagrozong dla praw-
dopodobiefnstwa wynoszacego 0,1. Miary te wybrano sposrdod klasycznych miar ryzyka jako naj-
czesciej wykorzystywane zard6wno w ujeciu teoretycznym w ramach obowigzujacego dotychezas
paradygmatu jak tez w zastosowaniach praktycznych. Oszacowane wielko$ci postuzyty do weryfi-
kacji, czy wlasciwym modelem opisujacym zachowanie cen i stop zwrotu moze by¢ przedstawiony
uprzednio model Samuelsona-Osborne’a. W tym celu sformutowano hipotez¢ zerowa postaci:

H,: InS, —InS_, ~ NIID(p,0)

przy hipotezie alternatywnej:
H,: Logarytmiczne stopy zwrotu nie s3 opisane rozkladem normalnym, badz nie s3 zmiennymi
losowymi niezaleznymi o identycznych rozktadach.

Ze wzgledu na dysponowanie szeregami czasowymi o znacznej liczbie obserwacji postanowio-
no weryfikujac hipoteze zerowa wykorzystac test oparty na momentach empirycznych rozktadu
—na trzecim i czwartym momencie centralnym — test typu emnibus, nazywany najczesciej testem
Jarque-Bera. Uzyskane wartosci sktaniaja do odrzucenia hipotezy zerowej we wszystkich anali-
zowanych przypadkach — zaréwno dla akcji jak i czterech indeksow gieldowych. Nalezy przy tym
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zauwazy¢, ze bardzo wysokie wartoSci statystyki testowej umozliwiaja z praktyczng pewnoscia
odejscie od modelu Samuelsona-Osborne’a.

Trzeba odnotowaé, ze wyniki testu Jarque-Bera nie zmuszajg do wyciagnigcia wniosku, ze
rozktad stop zwrotu nie jest rozktadem gaussowskim. Inng przyczyng uzyskania opisywanych
rezultatow moze by¢ fakt, ze stopy zwrotu nie sg zmiennymi losowymi niezaleznymi, badz ze nie
maja identycznego rozktadu. W tej sytuacji postanowiono takze zbadac, czy stopy zwrotu mozna
uzna¢ za cechujace si¢ niezaleznoscig. W tym celu wykorzystano test losowos$ci — test medianowy
oraz dwa testy oparte na oszacowanych wspotczynnikach autokorelacji — test Boxa-Pierce’a oraz
Boxa-Ljunga. W tym miejscu trzeba zwroci¢ uwagg, ze choé potencjalng przyczyna dla odrzu-
cenia hipotez zerowych omawianych testow moze by¢ brak identycznosci rozktadow badanych
zmiennych losowych, to jednak ze wzgledu na fakt, iz taka sytuacja praktycznie uniemozliwia
(a co najmniej ogromnie utrudnia) prowadzenie dalszych analiz, najczesciej przyjmuje si¢, ze
czynnikiem skutkujacym nieprzyjeciem hipotez zerowych jest wystepowanie zaleznosci pomigdzy
rozpatrywanymi zmiennymi losowymi. Tak tez postagpiono w niniejszej pracy.

Hipotez¢ o niewystepowaniu zalezno$ci liniowych ani nieliniowych przyjeto zaledwie w 15
przypadkach (ok. 13% badanej populacji akcji). Relatywnie wigksza czestos¢ akceptowania hi-
potezy zerowej dotyczy spotek wchodzacych w sktad indeksu WIG20 (31%), za§ najmniejsza
— indeksu sWIGS80 (8%). Co wigcej, takze dla badanych indekséw hipoteze owa nalezy zdecydo-
wanie odrzucié. Uzyskane rezultaty wskazuja zatem na wystepowanie w wigkszosci przypadkow
zalezno$ci pomigdzy stopami zwrotu. W tej sytuacji przydatnosé klasycznych miar ryzyka staje si¢
watpliwa, bowiem wobec obalenia zatozZenia o niezaleznosci i identycznosci rozktadow zmiennych
losowych reprezentujacych stopy zwrotu ich warto$¢ poznawcza zdecydowanie maleje. Poten-
cjalna niepoprawnos¢ szeroko wykorzystywanej formuty wigzacej odchylenia standardowe stop
zwrotu dla okreséw o roznej dtugosci (reguly ,,pierwiastka kwadratowego z czasu”) sprawia, ze
przewidywanie poziomu zmiennos$ci staje si¢ problematyczne, a mozliwos$¢ predykcji na podsta-
wie uzyskanych wielkosci — watpliwa.

Przed przystapieniem do analiz z wykorzystaniem wymiaru fraktalnego autor postanowit zba-
da¢ stacjonarnos$¢ procesow logarytmicznych stop zwrotu. W celu okreslenia, czy mozna je uznaé
za stabo stacjonarne®®, wykorzystano test Kwiatkowskiego, Philipsa, Schmidta i Shina.

Tab. 10. Charakterystyki logarytmicznych stop zwrotu z wybranych indeksow wraz z wynikami testow statystycznych

Indeks
Wielkos¢

WIG WIG20 mWIG40 sWIG80
T 5146 5146 4339 5087
n 0,03% 0,02% 0,03% 0,05%
Me 0,05% 0,01% 0,07% 0,11%
c 1,51% 1,77% 1,24% 1,45%

1,07% 1,27% 0,86% 0,98%
sC 1,09% 1,26% 0,93% 1,07%

28 Tj. 0 niezmiennej w czasie nadziei matematycznej i wariancji oraz funkcji kowariancyjnej uzaleznionej jedynie od
dhugosci okresu dzielagcego badane zmienne losowe.
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Indeks
Wielkos¢
WIG WIG20 mWIG40 sWIG80
sd 0,53% 0,63% 0,43% 0,49%
Q 0,76% 0,90% 0,60% 0,64%
VaR 1,65% 1,95% 1,29% 1,46%
v 0,22 0,14 0,71 -0,36
v,13 6,64 6,94 8,75 8,84
dimy(X) 1,4437 1,4852 1,4024 1,4046
Wyniki testow statystycznych
Test Jarque-Bera
JB 2875,84 3343,58 6332,39 7352,50
p-value 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Test Boxa-Pierce’a i Boxa-Ljunga
Q. 114,77 51,37 172,34 227,98
p-value 0,0000 0,0014 0,0000 0,0000
Q. 114,90 51,50 172,65 228,36
p-value 0,0000 0,0014 0,0000 0,0000
Test medianowy
K 2,01 0,00 6,74 10,46
p-value 0,0447 1,0000 0,0000 0,0000
Test Kwiatkowskiego, Philipsa, Schmidta i Shina
n, 0,05 0,06 0,11 0,17

Objasnienia: Wyrézniono wielko$ci wskazujace na konieczno$¢ odrzucenia hipotezy zerowej danego testu na poziomie istotnosei 0,1.

Zrodto: Opracowanie whasne.

Przeprowadzone w mysl opisywanych zalecen badanie stacjonarnosci procesu logarytmicznych
stop zwrotu jedynie w 19 przypadkach (tj. ok. 8%) doprowadzito do uzyskania wyniku wskazuja-
cego na niestacjonarno$¢. Wydaje si¢ zatem uzasadnione przyjgcie, ze w odniesieniu do praktycz-
nie wszystkich badanych akcji, a takze czterech wspomnianych indeksoéw proces logarytmicznych
stop zwrotu jest procesem charakteryzujagcym sig staba stacjonarnoscia. Jest to stwierdzenie o tyle
istotne, ze umozliwia sformulowanie wniosku, iz charakter badanych proceséw nie ulegat zmia-
nom wraz z uplywem czasu, a co za tym idzie — skalkulowane mierniki mozna traktowac jako
opisujace analizowane wielkosci w catym rozpatrywanym okresie.
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4.2.2. Analiza wymiaru fraktalnego w §wietle przynaleznos$ci
do indeksu gieldowego

Uznawszy, ze w $wietle przeprowadzonych testow statystycznych mozna przyjac, iz logarytmiczne
stopy zwrotu nie sg zmiennymi losowymi niezaleznymi, cechujac si¢ jednakze staba stacjonar-
nos$cia, przystapiono do analizy wykorzystujacej wymiar fraktalny jako potencjalng miar¢ ry-
zykownosci inwestycji. Dla kazdej ze spolek oraz czterech indekséw gietdowych oszacowano
poziom wymiaru pudelkowego, postugujac si¢ przedstawiona w poprzednim rozdziale metodg
segmentowo-wariacyjna.

Tab. 11. Oszacowany wymiar fraktalny indeksow WIG, WIG20, mWIG40, sWIG80 na podstawie skumulowanych
logarytmicznych stop zwrotu z indeksow oraz komponentow indeksow

WIG20,
Wielkos¢ WIG WIG20 mWIG40 sWIGS80 mWIG40,
sWIG80
Oszacowany wymiar fraktalny
Dla indeksu
Wymiar 1,4437 1,4852 1,4024 1,4046 -
Dla komponentéw indeksu z uwzglednieniem réwnych wag
Srednia - 1,4561 1,4154 1,4171 1,4221
Mediana - 1,4723 1,4164 1,4126 1,4192
c - 0,0732 0,0487 0,0452 0,0523
Q - 0,0298 0,0324 0,0320 0,0364
Dla komponentéw indeksu z uwzglgdnieniem wag indeksowych
Srednia - 1,4688 1,4218 1,4245 -
Mediana - 1,4748 1,4306 1,4201 -
c - 0,0619 0,0475 0,0424 -
Q - 0,0195 0,0325 0,0327 -
Test zgodnosci empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa
oszacowanych wymiarow fraktalnych z rozktadem normalnym

X - 15,65 7,56 4,64 6,57
p—value - 0,1546 0,7521 0,9473 0,8328

Zrodto: Opracowanie wlasne.

Analizujac relacje pomigdzy oszacowanymi wymiarami fraktalnymi, nalezy stwierdzi¢, ze
uzyskane rezultaty sq spojne z interpretacjami natury stricte ekonomicznej. Najwyzszym
poziomem wymiaru fraktalnego cechuje si¢ indeks duzych spotek WIG20. Majac na uwadze meto-
dyke doboru spotek do indeksu — a mianowicie spotek o mozliwie najwyzszej relatywnej wartosci
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obrotow oraz wartosci akcji w wolnym obrocie — mozna okresli¢ t¢ sytuacje jako catkowicie zgod-
ng z konkluzjami zawartymi w rozdziale drugim. Rynek akcji tych spotek, jako cechujacy sig
najwigkszym stopniem ptynnosci, jest najbardziej ryzykowny dla krotkich horyzontow inwestycyj-
nych, poniewaz koncentrujgca si¢ na nim uwaga inwestorow sprawia, ze zmiany cen instrumentow
sg bardzo czeste. Dla okresow diugich przewaznie relatywnie stabilna kondycja ekonomiczna
przedsigbiorstw oraz mnogo$¢ zaangazowanych dostarczycieli kapitatu o zréznicowanych diugos-
ciach horyzontow inwestycyjnych sprawia, ze wszelkie naplywajace informacje nie maja tak silnie
jednokierunkowego wptywu na kursy akcji, jak np. w odniesieniu do spotek matych i $rednich.

Najnizszym wymiarem fraktalnym cechuja si¢ indeksy $rednich i matych spotek (byly one
praktycznie rowne dla wzmiankowanych indekséw). Rowniez ta konstatacja znajduje ekonomicz-
ne uzasadnienie w $wietle dotychczas sformutowanych wnioskow w czgsci teoriopoznawcze;.
Wzglednie mniejsze zainteresowanie inwestoréw akcjami spotek z tych segmentow sprawia, ze
w krotkich okresach zmiany cen sg relatywnie rzadkie (na co wskazuje rys. 59). Jednakowoz dla
wydhuzajacych si¢ horyzontéw inwestycyjnych ryzyko zmiany ceny przyrasta zdecydowanie szyb-
ciej niz dla spotek duzych. Oddziatuje na to fakt, ze w przypadku naptywu istotnych informacji
dotyczacych spétki, wobec niewielkiej liczebnosci inwestorow o zréznicowanych dlugosciach
horyzontéw inwestycyjnych, moze ona w istotny sposob wpltynaé na rynkowa wyceng akcji, przy-
czyniajac si¢ do wystagpienia silnej zwyzki lub znizki kurséw (rys. 58). Co wigcej, spolki srednie
i male czegsto cechujg si¢ mniejszg stabilno$cia oraz relatywnie gorsza kondycja ekonomiczng,
co sprawia, ze dlugoterminowe inwestowanie w ich akcje wiaze si¢ z wigkszym ryzykiem niz
w przypadku przedsigbiorstw duzych.

Oszacowany wymiar fraktalny Warszawskiego Indeksu Gietdowego stanowi w przyblizeniu
Srednig arytmetyczng estymowanego najmniejszego oraz najwickszego wymiaru fraktalnego
(wérdd indeksoéw). Poziom ryzyka zwigzany z inwestowaniem w przeci¢tng spotke wchodzaca
w sktad tego indeksu musi by¢ zatem wigkszy od ryzyka inwestowania w spotki duze, a jednoczes-
nie mniejszy od ryzyka zwigzanego z lokowaniem $rodkow w akcjach spotek matych i $rednich
(rozpatrujac ryzykowno$¢ inwestycji w ujeciu dtugoterminowym).

Whioski analogiczne do powyzej sformutowanych mozna wyciaggnaé w oparciu o parametry
opisujace rozktad oszacowanych wymiardéw fraktalnych akcji poszczegdlnych spotek, pogrupo-
wanych wedtug kryterium zakwalifikowania do danego indeksu. Pewne réznice pomigdzy rezul-
tatami uzyskanymi na podstawie analizy stop zwrotu z indekséw a wynikami otrzymanymi na
podstawie charakterystyk spotek wynikaja czesciowo z faktu, ze w badaniu spétek niektorych
podmiotdéw ze wzgledu na szczupto§é dostepnych danych nie uwzglgdniano, a sg one brane pod
uwage przy obliczaniu pozioméw indeksow. Miary klasyczne i pozycyjne wyliczone przy zato-
zeniu réwnego udziatu poszczegdlnych instrumentow, jak i przy zastosowaniu $redniej wazonej
z wykorzystaniem wag indeksowych pozwalaja w petni potwierdzi¢ dotychczasowe wnioski doty-
czace ryzykownosci inwestycji. W szczegolnosci warto zwrdci¢ uwage na mediany estymowanych
wymiardw fraktalnych, ktore niezaleznie od obioru wag spetniajg zalezno$é:

Meyig2 > Me,wigao > Meyigso -

Procz analizy opierajacej si¢ na poréwnaniu miar sumarycznie opisujacych oszacowania wy-
miaréw fraktalnych zastosowano takze procedur¢ majaca na celu okreslenie struktury badanych
indekséw. W tym celu utworzono trzy grupy spotek cechujacych si¢ odpowiednio: najwyzszym,
przecigtnym i najnizszym wymiarem fraktalnym (selekcji dokonywano, uszeregowawszy malejaco
spotki, poczawszy od spotek o najwigkszym oszacowanym wymiarze fraktalnym). Liczebno$ci
grup dobrano wedlug liczby poddanych badaniom spotek zakwalifikowanych do kazdego z in-
deksow, tj. odpowiednio: 16, 33, 65. W tab. 12 zestawiono udziat spotek zaklasyfikowanych do
poszczegodlnych grup w indeksach WIG20, mWIG40, sWIGSO0.
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Tab. 12. [losciowy udziat spotek o najwyzszym, przecigtnym i najnizszym wymiarze fraktalnym w indeksach WI1G20,

mWIG40, sWIG80

Spotki o wymiarze Ilosciowy udziat w indeksie
fraktalnym WIG20 mWIG40 SWIGS0
Najwyzszym 37,5% 18,2% 6,2%
Przecigtnym 25,0% 30,3% 29,2%
Najnizszym 37,5% 51,5% 64,6%

Zrodto: Opracowanie whasne.

Wielkosci przedstawione w powyzszej tabeli sg zbiezne z dotychczasowymi ustaleniami — wy-
stepuje istotny zwigzek pomiedzy poziomem wymiaru fraktalnego (przynaleznoscig do okres-
lonej grupy) a indeksem, do ktorego spotka zostala zakwalifikowana (czyli zarazem ptynnoscia
rynku danych akcji i zainteresowaniem inwestorow).
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°
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Czestosé
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0,00 +
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Wymiar fraktalny
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Rys. 39. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spotek tworzacych indeks
WIG20 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim

Zrodto: Opracowanie wlhasne.

Rys. 40. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spotek tworzacych indeks
mWIG40 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim

Zrodio: Opracowanie whasne.
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Zrédlo: Opracowanie whasne.
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Czestosé

Rys. 42. Empiryczny rozktad
0,10 prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru

0,05 fraktalnego dla wybranych

spolek tworzacych indeksy
000 ,,47—4 | I WIG20, mWIG40 oraz sWIG80

1,250 1,300 1,350 1,400 1,450 1,500 1,550 1,600 wraz z dopasowanym rozkladem
Wymiar fraktalny gaussowskim

Zrodio: Opracowanie whasne.

Ponadto zbadano testem zgodnosci ¥* dopasowanie empirycznych rozktadéw oszacowanych
wymiardéw fraktalnych z rozktadem normalnym (rys. 39-42 oraz tab. 11). W zadnym z przypad-
kow hipotezy o normalnos$ci rozktadu nie udato si¢ odrzuci¢ (przy poziomie istotnosci 0,1).

W celu ostatecznego potwierdzenia powyzszych konkluzji postuzono si¢ jednoczynnikowa
analiza wariancji, przy czym za czynnik roznicujacy przyj¢to przynalezno$¢ do wspomnianych
indeksow. Hipoteza zerowa glosi, ze przecigtny poziom wymiaru fraktalnego dla spotek wehodza-
cych w sktad kazdego z omawianych indeksow jest taki sam?®. Dekomponujac wariancjg¢ oszaco-
wanych wymiarow fraktalnych, obliczono wariancje wedlug czynnika wynoszaca S; = 0,010834
oraz wariancje resztowa S, = 0,002587. W warunkach prawdziwosci hipotezy zerowej stosunek
wariancji ma rozktad Fishera-Snedecora przy p—1 oraz n—p stopniach swobody, gdzie p ozna-
cza liczbg utworzonych klas, a n liczbe obserwacji. Statystyka testowa wyniosta zatem F =4,19.
Dla 3—-1=2 oraz 114-3 =111 stopni swobody i poziomu istotnosci 0,1 obszar krytyczny ma
postaé (2,35; +oo). Jako Ze p-value wynosi w tej sytuacji 0,0176 hipotezg zerowa trzeba odrzucic.

229 7. Pawlowski: Ekonometria. PWN, Warszawa 1975, s. 149-156.

4.2. Procedura i wyniki badan | 111



Ostatecznie nalezy uznac¢ za potwierdzong hipotezg gloszaca, ze przecietny poziom wymiaru
fraktalnego jest uzalezniony od indeksu, do ktorego zakwalifikowana zostala dana spoétka.
Wynika stad, ze w sktad kazdego z analizowanych indekséw wchodza spoiki o zréznicowanych
wymiarach fraktalnych, lecz przecigtnie rzecz ujmujac, spotek o najwickszych wymiarach moz-
na oczekiwa¢ wsrod podmiotow zakwalifikowanych do indeksu WIG20, za$ najmniejszych —
sWIG80 (badz mWIG40).

4.2.3. Analiza zaleznosci pomig¢dzy klasycznymi miarami ryzyka
1 wymiarem fraktalnym

Badajac przydatno$¢ wymiaru fraktalnego do pomiaru ryzyka inwestycji finansowych w §wietle
postawionej hipotezy badawczej, postanowiono takze przeanalizowa¢ zwiazki zachodzace pomig-
dzy oszacowanymi klasycznymi miarami ryzyka dla logarytmicznych stop zwrotu’. W tym celu
skalkulowano wspoélczynniki korelacji liniowej Pearsona pomi¢dzy tymi miernikami*'. Ponadto
zbadano, jakie zalezno$ci wystepuja pomigdzy rangami przypisanymi poszczegolnym spotkom
w zaleznosci od poziomu ryzyka kwantyfikowanego za pomoca miar klasycznych i oszacowanego
wymiaru fraktalnego. Range 1 przypisywano spoétce, ktorej akcje cechowaly si¢ najwigkszym po-
ziomem ryzyka dla badanej miary, wzglednie najmniejszym estymowanym wymiarem fraktalnym,
range 2 — kolejnej, etc. Badajac te zaleznosci, postuzono si¢ wspétezynnikiem Kkorelacji rang
Spearmana. Uzyskane rezultaty zestawiono w postaci macierzy korelacji (tab. 13-20).

Tab. 13. Macierz korelacji migdzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji wchodzacych
w sktad indeksu WIG20

Miara o e d sd Q VaR | dimg(X)
c 1,0000 0,9964 0,9796 0,9796 0,8798 0,9453 -0,3729
S 0,9964 1,0000 0,9779 0,9779 0,8847 0,9518 -0,3248
d 0,9796 0,9779 1,0000 1,0000 0,9531 0,9847 -0,2737
sd 0,9796 0,9779 1,0000 1,0000 0,9531 0,9847 -0,2737
Q 0,8798 0,8847 0,9531 0,9531 1,0000 0,9632 -0,0885
VaR,, 0,9453 0,9518 0,9847 0,9847 0,9632 1,0000 -0,1352
dimy(X) | -0,3729 | -0,3248 | -0,2737 | -0,2737 | -0,0885 | -0,1352 1,0000

Objasnienia: Wyrozniono wielkosci wskazujace na koniecznos¢ odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie
istotnosci 0,1.

Zrédto: Opracowanie wlhasne.

230 Analize dla spotek wehodzacych w sktad indeksu WIG20 zawarto takze w R. Buta, K. Pera: IIpuMeHeHue KOHIEIHH
(pakTanbHON Pa3MEPHOCTH /ISl OLCHKH MHBECTHUIIMOHHOTO PHCKa Ha (uHaHCOBHIX phiHKax. [W:] C.A. Benosepos
(red.): MexayHapoaHbIH 9KOHOMUYECKUiT cummozuyM — 2015: Mmarepransl MexayHapOIHBIX HAYYIHBIX KOH(EPEHIIHIA,
MOCBSIIEHHBIX 75-11eTHI0 3KoHOMKYeckoro daxynsrera CaHkr-IleTepOyprekoro rocyapcTBeHHOTO YHHBEPCHTETA
22-25 anpens 2015 r. Coopuuk crareit. Ckudus-npunt, Cankr-IlerepOypr 2015.

21 Badajac celowos¢ wykorzystania szeregéw czasowych o zréznicowanej dugosci, przeanalizowano zalezno$¢ pomiedzy
liczbg obserwacji a oszacowanym wymiarem fraktalnym. Obliczony wspotczynnik korelacji wyniost 0,2520 przy gra-
nicznym dla poziomu istotnosci 0,1 okreslonym jako 0,1548. Cho¢ korelacja jest w tym przypadku istotna, to jednak na
tyle bliska zerowej (wspotczynnik determinacji na poziomie 6,4%), ze ewentualne zwiazki mozna uzna¢ za nieistotne
z punktu widzenia prowadzonych badan.
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Tab. 14. Macierz korelacji migdzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji wchodzacych

w sklad indeksu mWIG40
Miara c sc d sd Q VaR, dimgy(X)
c 1,0000 0,9757 0,9688 0,9688 0,8329 0,9416 0,0609
Ny 0,9757 1,0000 0,9569 0,9569 0,8297 0,9343 0,0918
d 0,9688 0,9569 1,0000 1,0000 0,9365 0,9884 0,1171
sd 0,9688 0,9569 1,0000 1,0000 0,9365 0,9884 0,1171
Q 0,8329 0,8297 0,9365 0,9365 1,0000 0,9372 0,1900
VaR 0,9416 0,9343 0,9884 0,9884 0,9372 1,0000 0,1181
dim(X) 0,0609 0,0918 0,1171 0,1171 0,1900 0,1181 1,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielkosci wskazujace na koniecznos$é odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie

istotnosci 0,1.

Zrodto: Opracowanie whasne.

Tab. 15. Macierz korelacji migdzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji wchodzacych
w sktad indeksu sWIG80

Miara o sC d sd Q VaR, dimy(X)
c 1,0000 0,9747 0,9398 0,9398 0,5916 0,9276 | -0,3144
S 0,9747 1,0000 0,8833 0,8833 0,5163 0,8697 | -0,2635
d 0,9398 0,8833 1,0000 1,0000 0,7948 0,9838 | -0,3864
sd 0,9398 0,8833 1,0000 1,0000 0,7948 0,9838 | -0,3864
Q 0,5916 0,5163 0,7948 0,7948 1,0000 0,7911 -0,3443
VaR 0,9276 0,8697 0,9838 0,9838 0,7911 1,0000 | -0,3649
dimy(X) | -0,3144 | -0,2635 | -0,3864 | -0,3864 | -0,3443 | -0,3649 1,0000

Objasnienia: Wyrdézniono wielko$ci wskazujace na konieczno$¢ odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie

istotnosei 0,1.

Zrédto: Opracowanie wlhasne.

Tab. 16. Macierz korelacji migdzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji wchodzacych

w sktad indekséw WIG20, mWIG40, sWIG80

Miara c NeJ d sd Q VaR,, dimg(X)
c 1,0000 0,9788 0,9528 0,9528 0,6735 0,9384 -0,2709
sG 0,9788 1,0000 0,9097 0,9097 0,6157 0,8949 -0,2382
d 0,9528 0,9097 1,0000 1,0000 0,8405 0,9862 -0,2855
sd 0,9528 0,9097 1,0000 1,0000 0,8405 0,9862 -0,2855
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Miara c SG d sd Q VaR, | dim,(X)
Q 0,6735 0,6157 0,8405 0,8405 1,0000 0,8402 -0,1949
VaR,, 0,9384 0,8949 0,9862 0,9862 0,8402 1,0000 -0,2549
dimy(X) | -0,2709 | -0,2382 | -0,2855 | -0,2855 | -0,1949 | -0,2549 1,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielko$ci wskazujace na konieczno$¢ odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie

istotnosei 0,1.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Tab. 17. Macierz korelacji rang Spearmana migdzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji
wchodzacych w sktad indeksu WIG20

Miara o sC d sd Q VaR, dimy(X)
c 1,0000 0,9912 0,9794 0,9794 0,8529 09176 | -0,4618
Ny 0,9912 1,0000 0,9882 0,9882 0,8794 0,9353 -0,3824
d 0,9794 0,9882 1,0000 1,0000 0,9353 0,9676 -0,3559
sd 0,9794 0,9882 1,0000 1,0000 0,9353 0,9676 -0,3559
Q 0,8529 0,8794 0,9353 0,9353 1,0000 0,9676 -0,1353
VaR 0,9176 0,9353 0,9676 0,9676 0,9676 1,0000 -0,2088
dimy(X) | -0,4618 | -0,3824 | -0,3559 | -0,3559 | -0,1353 | -0,2088 1,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielkosci wskazujace na konieczno$é odrzucenia hipotezy o zerowym wspotezynniku korelacji na poziomie

istotnosei 0,1.

Zrédto: Opracowanie wlhasne.

Tab. 18. Macierz korelacji rang Spearmana mi¢dzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji
wchodzacych w sktad indeksu mWIG40

Miara c sC d sd Q VaR, dimy(X)
o 1,0000 0,9783 0,9495 0,9495 0,8025 0,9255 0,0020
G 0,9783 1,0000 0,9408 0,9408 0,7828 0,9108 0,0949
d 0,9495 0,9408 1,0000 1,0000 0,9295 0,9816 0,0785
sd 0,9495 0,9408 1,0000 1,0000 0,9295 0,9816 0,0785
Q 0,8025 0,7828 0,9295 0,9295 1,0000 0,9174 0,1467
VaR,, 0,9255 0,9108 0,9816 0,9816 0,9174 1,0000 0,0872
dim,(X) 0,0020 0,0949 0,0785 0,0785 0,1467 0,0872 1,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielkosci wskazujace na koniecznos$é odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie

istotnosci 0,1.

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Tab. 19. Macierz korelacji rang Spearmana mi¢dzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akeji
wchodzacych w sktad indeksu sWIG80

Miara o Ny d sd Q VaR, dimgy(X)
c 1,0000 0,9933 0,9677 0,9677 0,7376 0,9540 | -0,3754
s 0,9933 1,0000 0,9589 0,9589 0,7260 0,9397 | -0,3826
d 0,9677 0,9589 1,0000 1,0000 0,8424 0,9773 | -0,4021
sd 0,9677 0,9589 1,0000 1,0000 0,8424 0,9773 | -0,4021
Q 0,7376 0,7260 0,8424 0,8424 1,0000 0,8349 | -0,3506
VaR 0,9540 0,9397 0,9773 0,9773 0,8349 1,0000 | -0,3852
dimy(X) | -0,3754 | -0,3826 | -0,4021 | -0,4021 | -0,3506 | -0,3852 1,0000

Objasnienia: Wyrozniono wielkosci wskazujace na koniecznos¢ odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie

istotnosci 0,1.

Zrédto: Opracowanie whasne.

Tab. 20. Macierz korelacji rang Spearmana mi¢dzy wybranymi miarami ryzyka oszacowanymi dla wybranych akcji

wchodzacych w sktad indeksow WIG20, mWIG40, sWIG80

Miara c sC d sd Q VaR, dimy(X)
G 1,0000 0,9923 0,9729 0,9729 0,7893 0,9592 -0,3084
G 0,9923 1,0000 0,9686 0,9686 0,7838 0,9521 -0,2880
d 0,9729 0,9686 1,0000 1,0000 0,8849 0,9838 | -0,2803
sd 0,9729 0,9686 1,0000 1,0000 0,8849 0,9838 | -0,2803
Q 0,7893 0,7838 0,8849 0,8849 1,0000 0,8742 -0,1791
VaR,, 0,9592 0,9521 0,9838 0,9838 0,8742 1,0000 | -0,2419
dimy(X) | -0,3084 | -0,2880 | -0,2803 | -0,2803 | -0,1791 | -0,2419 1,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielko$ci wskazujace na konieczno$¢ odrzucenia hipotezy o zerowym wspotczynniku korelacji na poziomie
istotnosci 0,1.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Oszacowane wspolczynniki korelacji — czy to liniowej Pearsona, czy to rang Spearmana — wska-
zujg jednoznacznie na wystgpowanie bardzo silnych zwigzkéw pomiedzy klasycznymi miarami
ryzyka. Wszystkie wspotczynniki byly istotnie rézne od zera na poziomie istotnosci 0,1 i bardzo
bliskie 1. Otrzymane rezultaty sklaniajag do sformutowania wniosku, ze informacja o poziomie
ryzyka inwestycji dostarczana przez mierniki klasyczne powiela si¢. Niezaleznie od tego, ktorg ze
wspomnianych wielkosci wykorzysta¢, dokonana ocena bylaby podobna. Z tego punktu widzenia
mnogos¢ miar jest sprzeczna z zasadami ekonomii myslenia, dostarczana przez nie informacja jest
bowiem zblizona. Dlatego tez w dalszych analizach dotyczacych relacji pomigedzy miarami kla-
sycznymi a wymiarem fraktalnym bedzie uzywane wytacznie odchylenie standardowe, jako miara
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najpowszechniej stosowana, majaca najprostszg interpretacj¢ oraz bedaca istotnym parametrem
w modelach fluktuacji cen aktywow.

Z odmienng sytuacja mamy do czynienia, analizujac stosowne wspotczynniki korelacji po-
migdzy oszacowanym wymiarem fraktalnym a miarami klasycznymi. W tym przypadku obli-
czone wspotczynniki korelacji sa albo nieistotnie r6zne od zera, albo co prawda istotne, lecz na
tyle niewielkie, ze ewentualne zwigzki wydaja si¢ nie miec¢ istotnego znaczenia ekonomicznego.
Sytuacja jest zatem odmienna niz poprzednio — wymiar fraktalny i miary klasyczne dostar-
czaja inwestorowi niepowielajacych sie informacji. Szacowanie wymiaru fraktalnego jest
zatem uzasadnione, umozliwia bowiem zdobycie dodatkowej wiedzy o procesie opisujacym
zachowanie cen i stop zwrotu, a tym samym przyczynia si¢ do lepszego zrozumienia jego natury.
Powstaje jednak watpliwos$¢, czy owa dodatkowa wiedza jest dostatecznie wazka, by celowe
bylo jej pozyskiwanie.

4.2.4. Analiza zaleznosci pomi¢dzy odchyleniem standardowym
a dtlugoscig horyzontu inwestycyjnego

W celu potwierdzenia sformutowanego przypuszczenia autor postanowit zbada¢, czy znajomos¢
odchylenia standardowego jednosesyjnych logarytmicznych stop zwrotu lub wymiaru fraktalnego
pozwala poprawnie przewidywac poziom odchylenia standardowego t-sesyjnych logarytmicznych
stop zwrotu. Jezeli bowiem okazaloby sig, ze odchylenie standardowe skalkulowane na podstawie
stop jednookresowych nie jest $cisle powigzane z odchyleniami standardowymi dla stop wielo-
okresowych, wowczas taka miara zachowuje przydatnos¢ tylko dla inwestorow o jednookresowym
horyzoncie inwestycyjnym. Dla uczestnikow rynku o odmiennej dtugosci horyzontu inwestycyjne-
go wielkos¢ ta bylaby praktycznie bezwartosciowa. W modelu Samuelsona-Osborne’a znajomos$é
odchylenia standardowego jednookresowych stop zwrotu umozliwiata wyznaczenia odchylenia
standardowego dla stop zwrotu dotyczacych okresu o dowolnej dlugosci — ze wzgledu na prawdzi-
wosc¢ reguly ,,pierwiastka z czasu”. Na rynku fraktalnym zalezno$¢ przez nig opisywana nie musi
by¢ prawdziwa i w takiej sytuacji owa reguta staje si¢ bezwartosciowa, a nawet mylaca, poniewaz
jej stosowanie przez inwestoréw bedzie skutkowac przewaznie systematycznym niedoszacowy-
waniem dtugoterminowego ryzyka inwestycyjnego*.

W celu zbadania zwigzkoéw pomig¢dzy odchyleniem standardowym jednosesyjnych logaryt-
micznych stoép zwrotu (wzglednie oszacowanym wymiarem fraktalnym) a fluktuacjami od-
chylenia standardowego logarytmicznych stop zwrotu w czasie autor w pierwszej kolejnosci
oszacowat na podstawie dostgpnych danych poziom odchylenia standardowego wielosesyjnych
logarytmicznych stop zwrotu z akcji badanych spotek. W tym celu kazdorazowo kalkulowano
t-sesyjne logarytmiczne stopy zwrotu dla niezachodzacych okresow, dbajac, by uzyska¢ co naj-
mniej 10 obserwacji i na ich podstawie kalkulowano odchylenie standardowe. Ze wzgledu na
zréznicowang dtugos$¢ wykorzystywanych szeregdw czasowych dla kazdej ze spotek otrzymano
inng liczb¢ oszacowanych odchylen standardowych. Jako ze przedmiotem badania nie jest po-
ziom ryzyka, lecz jego fluktuacje w czasie, otrzymane odchylenia standardowe podzielono przez
odchylenie standardowe jednosesyjnych logarytmicznych stop zwrotu dla danej spotki i w ten
sposob uzyskano szeregi wzglednych odchylen standardowych t-sesyjnych logarytmicznych
stop zwrotu.

22 7Ze wzgledu na fakt, ze oszacowane wymiary fraktalne skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu z akcji sa prze-
waznie mniejsze od 1,5, zatem czgstszym zjawiskiem bedzie zanizanie poziomu ryzyka poprzez korzystanie z reguty
pierwiastka z czasu”.
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Rys. 43. Przecigtne wzgledne
odchylenie standardowe
t-sesyjnej logarytmiczne;j
stopy zwrotu z akcji spotek
wchodzacych w sktad
indeksow WIG20, mWIG40
oraz sWIG80 w okresie
03.10.1994-30.04.2015

Zrodto: Opracowanie whasne.

Rys. 44. Przecigtne
zlogarytmowane wzgledne
odchylenie standardowe
t-sesyjnej logarytmiczne;j
stopy zwrotu z akcji spotek
wchodzacych w sktad
indeksow WIG20, mWIG40
oraz sWIG80 w okresie
03.10.1994-30.04.2015

Zrodto: Opracowanie whasne.

Rys. 45. Wzgledne odchylenie
standardowe t-sesyjnej
logarytmicznej stopy zwrotu

z indeksow WIG20, mWIG40,
sWIG80 oraz WIG w okresie
03.10.1994-30.04.2015

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Rys. 46. Zlogarytmowane
wzgledne odchylenie

7 standardowe t-sesyjnej
logarytmicznej stopy zwrotu

0 z indeksow WIG20, mWIG40,
sWIG80 oraz WIG w okresie
03.10.1994-30.04.2015

Zlogarytmowane wzgledne odchylenie
standardowe t-sesyjnej logarytmicznej

Zrodto: Opracowanie wlhasne.

Obliczone odchylenia standardowe oraz ich ewolucja w zaleznosci od dtugosci okresu, dla
ktérego kalkulowano logarytmiczne stopy zwrotu (przedstawione graficznie takze w skali loga-
rytmicznej), potwierdzajg uprzednio odnotowane odstepstwa od reguly ,,pierwiastka z czasu”,
rzadzacej fluktuacjami odchylen standardowych w modelu Samuelsona-Osborne’a. Niezgodnos¢
ta w pelni ujawnia si¢ podczas analizowania danych dotyczacych spotek zakwalifikowanych do
indeksow mWIG40 oraz sWIG80, ktorych wymiar fraktalny najsilniej odbiega od warto$ci przy-
bieranej w sytuacji, gdyby prawdziwa byta reguta ,,pierwiastka z czasu”. Roznice sa obecne takze
w przypadku fluktuacji odchylen standardowych kalkulowanych nie dla sktadnikow, lecz samych
indeksow (rys. 45-46).

4.2.5. Analiza porownawcza dla szeregdw czasowych o losowo
wymieszanych obserwacjach

Dla uwypuklenia odnotowanych istotnych rozbiezno$ci zastosowano takze procedurg, polegajaca
na losowym wymieszaniu logarytmicznych jednosesyjnych stop zwrotu i powtérnym oblicze-
niu wymiaru fraktalnego skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu oraz stosownych odchy-
len standardowych. Postgpowanie to, nie wplywajac na posta¢ rozktadu, skutkuje jednoczesnie
unicestwieniem wszelkich zaleznosci intertemporalnych migdzy stopami zwrotu, tak ze w odnie-
sieniu do danych posortowanych prawo ,,pierwiastka z czasu” powinno juz mie¢ zastosowanie.
Ponizej (tab. 21 oraz rys. 47-50) przedstawiono charakterystyki opisujace empiryczne rozktady
wymiaru fraktalnego szacowanego dla danych wymieszanych. Ponadto w tab. 21 zaprezentowano
wyniki testu rownosci przecietnego wymiaru fraktalnego dla zbioréw zawierajacych dane orygi-
nalne i posortowane losowo.

Przedstawione charakterystyki rozktadow empirycznych oraz wyniki testow (przecigtne wy-
miary fraktalne sg istotnie roézne statystycznie dla poziomu istotnosci 0,1 dla indeksow mWIG40,
sWIGS80 oraz wszystkich badanych akcji rozpatrywanych tacznie) sprawiaja, ze uprawnione jest
wyciagnig¢cie wniosku, iz wzmiankowane populacje akcji cechuja si¢ Srednim wymiarem frak-
talnym roznym od wlasciwego dla szeregow czysto losowych.

Wykorzystujac skalkulowane odchylenia standardowe, na rys. 51-54 (s. 121-122) zaprezento-
wano wykresy analogiczne do uprzednio przedstawionych, lecz dotyczace danych wymieszanych.
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Tab. 21. Oszacowany wymiar fraktalny indeksow WIG, WIG20, mWIG40, sWIG80 na podstawie skumulowanych
logarytmicznych stop zwrotu z indekséw oraz komponentow indeksow — dane posortowane losowo

WIG20,
Wielkos¢ WIG WIG20 mWIG40 sWIGS80 mWIGA40,
sWIG80
Oszacowany wymiar fraktalny
Dla indeksu

Wymiar 1,5049 1,5062 1,4753 1,4565 -
Dla komponentdéw indeksu z uwzglednieniem réwnych wag

Srednia - 1,4687 1,4459 1,4779 1,4674

Mediana - 1,4734 1,4382 1,4779 1,4663

c - 0,0670 0,0418 0,0490 0,0515

Q - 0,0283 0,0271 0,0287 0,0370

Dla komponentdéw indeksu z uwzglednieniem wag indeksowych

Srednia - 1,4755 1,4463 1,4747 -

Mediana - 1,4696 1,4375 1,4709 -

c - 0,0557 0,0378 0,0471 -

Q - 0,0243 0,0301 0,0286 -
Test zgodnos$ci empirycznego rozkladu prawdopodobienstwa
oszacowanego wymiaru fraktalnego z rozkladem normalnym

' - 14,15 3,89 7,50 6,93

p-value - 0,2247 0,9731 0,7577 0,8048

Test rownosci przecigtnego wymiaru fraktalnego

dla danych oryginalnych i posortowanych losowo
t - 0,49 2,73 7,35 6,59
p-value - 0,6296 0,0101 0,0000 0,0000

Objasnienia: Wyrdzniono wielkosci wskazujace na konieczno$é odrzucenia hipotezy zerowej danego testu na poziomie istotnoscei 0,1.

Zrédio: Opracowanie whasne.
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Rys. 47. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spolek tworzacych indeks
WIG20 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim — dane
posortowane losowo

Zrédlo: Opracowanie whasne.

Rys. 48. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spotek tworzacych indeks
mWIG40 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim — dane
posortowane losowo

Zrodto: Opracowanie whasne.

Rys. 49. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spolek tworzacych indeks
sWIG80 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim — dane
posortowane losowo

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Rys. 50. Empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa
szacowanego wymiaru
fraktalnego dla wybranych
spolek tworzacych indeksy
WIG20, mWIG40 oraz
sWIGS80 wraz z dopasowanym
rozktadem gaussowskim — dane
posortowane losowo

Zrodto: Opracowanie wlhasne.

Rys. 51. Przecigtne wzgledne
odchylenie standardowe
t-sesyjnej logarytmicznej
stopy zwrotu z akcji spotek
wchodzacych w sktad
indeksow WIG20, mWIG40
oraz sWIG80 w okresie
03.10.1994-30.04.2015

— dane posortowane losowo

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Rys. 52. Przecigtne
zlogarytmowane wzgledne
odchylenie standardowe
t-sesyjnej logarytmicznej
stopy zwrotu z akcji spotek
wchodzacych w sktad
indeksow WIG20, mWIG40
oraz sSWIG80 w okresie
03.10.1994-30.04.2015

— dane posortowane losowo

Zrodio: Opracowanie whasne.
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Zrodto: Opracowanie wlhasne.
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- Rys. 54. Zlogarytmowane
wzgledne odchylenie
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sWIG80 oraz WIG w okresie
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standardowe t-sesyjnej logarytmicznej
stopy zwrotu

Zrédio: Opracowanie whasne.

Analiza danych wyjsciowych posortowanych w sposob losowy sktania do przyjecia za prawdzi-
we stwierdzenia, ze w odniesieniu do nich regula ,pierwiastka z czasu” poprawnie opisuje fluk-
tuacje klasycznych miar ryzyka w czasie. Jednocze$nie stanowi ona dodatkowe potwierdzenie dla
zaproponowanych wnioskéw — tempo wzrostu odchylenia standardowego jest wyzsze w przypad-
ku indeksow mWIG40 oraz sWIGS80, co mozna byto przewidzie¢ na podstawie teorii, korzystajac
z oszacowanych wymiarow fraktalnych.

4.2.6. Analiza zalezno$ci pomiedzy odchyleniem standardowym,
dhugo$ciag horyzontu inwestycyjnego a wymiarem fraktalnym

Zwiazki pomigdzy wzglednym odchyleniem standardowym t-sesyjnych stop zwrotu a wymiarem
fraktalnym badz odchyleniem standardowym jednosesyjnych stop zwrotu badano z wykorzysta-
niem analizy korelacyjnej. W tym celu dla t > | obliczano wspotczynnik korelacji pomigdzy
wspomnianymi wielko§ciami. Obliczenia kontynuowano dopoty, dopdki liczba obserwacji (tj. spo-
fek), na podstawie ktorych kalkulowano wspotczynnik korelacji, byta nie mniejsza niz 50% po-
czatkowej liczby obserwacji (tj. dla t = 2). W kazdym przypadku obliczono graniczny poziom
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wspoélczynnika korelacji, dla ktorego zachodzitaby konieczno$¢ odrzucenia hipotezy o jego ze-
rowej wartosci dla poziomu istotnosci 0,1 (przy dwustronnym obszarze krytycznym). Wybrane
wyniki przedstawiono na ponizszych wykresach (rys. 55 i 56).
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Rys. 55. Wspotczynnik korelacji
Pearsona pomigdzy wzglednym
odchyleniem standardowym
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Zrodio: Opracowanie whasne.

Rys. 56. Wspotczynnik korelacji
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Zrodo: Opracowanie whasne.

Wykresy ilustrujace uzyskane rezultaty wskazuja jednoznacznie na wystgpujaca silna ujemna
i poglebiajaca si¢ wraz ze wzrostem t korelacje pomiedzy wzglednym odchyleniem standar-
dowym t-sesyjnych logarytmicznych stop zwrotu a wymiarem fraktalnym. Stanowia one po-
twierdzenie dla postawionej uprzednio hipotezy gloszacej, ze w dlugim horyzoncie czasowym za
bardziej ryzykowne nalezy uzna¢ akcje spolek o nizszym wymiarze fraktalnym. Otrzymane
rezultaty wskazuja, ze wigkszy wymiar fraktalny wskutek silnej ujemnej korelacji jest powigzany
z nizszym tempem przyrastania odchylenia standardowego wraz z wydtuzaniem horyzontu inwe-
stycyjnego — co jest calkowicie zgodne ze sformutowanag hipoteza badawcza.

Jednoczesnie nalezy wskazaé, ze odchylenie standardowe jednosesyjnych logarytmicznych stop
zwrotu nie wykazuje istotnie r6znej od zera korelacji z tempem przyrastania odchylenia standardo-
wego w miar¢ wzrostu dtugosci horyzontu inwestycyjnego — jest ono zatem w jego prognozowaniu
w oparciu o zaleznosci liniowe praktycznie bezuzyteczne. Wyniku takiego nalezato oczekiwac,
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poniewaz oszacowane wymiary fraktalne przyjmuja wartosci rozne od 14, co sugeruje, ze reguta
»pierwiastka kwadratowego z czasu” nie jest prawdziwa i nie powinna by¢ wykorzystywana.

Ze wzgledu na fakt, ze odchylenia standardowe, jak i wymiar fraktalny maja charakter oszaco-
wan, mozliwe jest wystepowanie ewentualnych btedow wynikajacych z postugiwania si¢ wielkos-
ciami uzyskanymi w drodze estymacji. By ograniczy¢ wptyw zaburzen na formutowane ostateczne
konkluzje oraz uwzgledni¢ mozliwa nieliniowos$¢ zwiazku, autor postanowit przeprowadzi¢ ana-
lize z wykorzystaniem rang. Obliczajac wspotczynnik korelacji postuzono si¢ zatem nie oszaco-
wanymi warto§ciami wymiaru fraktalnego czy odchylen standardowych, lecz rangami. Obliczone
wspotczynniki korelacji rang Spearmana, mimo pewnych wahan, wskazuja jednoznacznie na brak
przydatnosci odchylenia standardowego jednosesyjnych logarytmicznych stép zwrotu do przewi-
dywania fluktuacji odchylen standardowych dla wydtuzajacych si¢ horyzontow inwestycyjnych.
Nie jest takze zasadne wykorzystywanie reguly ,,pierwiastka z czasu”, oszacowane wymiary frak-
talne zmuszaja bowiem do odrzucenia hipotezy o ich jednorodnosci w zbiorze badanych spotek.

Catkowicie odmienna sytuacja zachodzi w odniesieniu do estymowanego wymiaru fraktalnego.
Pomimo relatywnie niewielkiej liczby dostatecznie dlugich szeregow czasowych przeprowadzo-
ne obliczenia pozwalaja na potwierdzenie w $wietle danych empirycznych zasadniczej hipotezy
badawczej. Wymiar fraktalny szeregow czasowych skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu
z akcji umozliwia dokonanie oceny fluktuacji odchylen standardowych w czasie, podczas gdy kla-
syczne miary ryzyka nie dostarczaty takich informacji. Wynika stad jednoznacznie, ze znajomo$¢
klasycznych miar ryzyka na fraktalnym rynku finansowym (a za taki trzeba uzna¢ badany rynek
akcji) jest niesatysfakcjonujaca. Co wigcej, brak znajomosci wymiaru fraktalnego, pozwalajacego
na wnioskowanie o fluktuacjach tych miar wraz ze zmianami dlugosci horyzontu inwestycyjnego,
musi prowadzi¢ nieuchronnie do zanizania poziomu rzeczywiscie ponoszonego ryzyka, co spra-
wia, ze dysponenci kapitalu podejmuja decyzje inwestycyjne cechujace si¢ nadmierng w stosunku
do akceptowalnej ryzykownoscia.
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Rys. 57. Wspotczynnik korelacji
Pearsona pomig¢dzy wzglednym
odchyleniem standardowym
t-sesyjnej logarytmicznej
075 stopy zwrotu a wymiarem
fraktalnym dla wybranych spotek
Sl wchodzacych w sktad indeksow
50 100 150 200 250 300

WIG20, mWIG40, sWIG80

— dane posortowane losowo

Zrodlo: Opracowanie whasne.

Dodatkowym argumentem przemawiajacym za stusznoscig powyzszych konkluzji jest zacho-
wanie wspolczynnikoéw korelacji obliczonych dla danych wymieszanych. W przeciwienstwie do
notowan oryginalnych w tym przypadku mozna zaobserwowac praktyczny brak istotnej staty-
stycznie korelacji.

124 | Rozdzial IV. Pomiar ryzyka inwestycji finansowych z wykorzystaniem wymiaru fraktalnego...



4.2.7. Prezentacja zaleznos$ci pomi¢dzy krotko- i dlugoterminowa
zmiennoscig stop zwrotu z akcji a wymiarem fraktalnym na przyktadzie
spotek Orange Polska SA oraz Wawel SA

Réznice w zachowaniu cen i stop zwrotu z akcji oddajg znakomicie zaprezentowane ponizej wy-
kresy przedstawiajace ksztaltowanie si¢ skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu z akcji
dwoch spotek: Orange Polska SA oraz Wawel SA. Spotki te zostaty wybrane jako cechujace si¢
relatywnie znaczng r6znica pomigdzy oszacowanymi wymiarami fraktalnymi (1,5340 dla Orange
Polska SA oraz 1,3641 dla Wawel SA). Ponadto w ich przypadku dtugos$¢ odnosnych szeregdw jest
zblizona, a jednoczes$nie obserwacje sg dostatecznie liczne, by moc pokaza¢ odmiennosci w zacho-
waniu si¢ cen i stop zwrotu, wynikajace, zdaniem autora, ze zréznicowanego wymiaru fraktalnego,
jako ze spofki te cechuja si¢ zblizonym poziomem klasycznych miar ryzyka.
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Rys. 58. Skumulowana
logarytmiczna stopa zwrotu

z akcji spotek Orange Polska SA
(dimy(X) = 1,5340) i Wawel SA
(dimy(X) = 1,3641) w okresie
18.11.1998-30.04.2015

Zrodto: Opracowanie wlasne
w oparciu o dane serwisu stooq.pl.

Rys. 59. Skumulowana
logarytmiczna stopa zwrotu

z akcji spotek Orange Polska SA
(dimy(X) = 1,5340) i Wawel SA
(dimy(X) = 1,3641) w okresie
28.05.2015-03.06.2015

Zrodto: Opracowanie wiasne
w oparciu o dane serwisu stooq.pl.

Analizujac zrealizowane stopy zwrotu w ponad szesnastoletnim horyzoncie inwestycyjnym
(rys. 58), mozna zauwazy¢, ze notowania spotki Wawel SA cechowaly si¢ wystepowaniem sil-
nych trendow w tym okresie, co skutkowato istotnym odchylaniem si¢ cen akcji spotki in plus od
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poziomu wyjsciowego (a skumulowanych logarytmicznych stop zwrotu — od poziomu zerowego).
Z tego tez powodu oszacowany wymiar fraktalny jest istotnie mniejszy od 11, co wskazuje na
wystgpowanie zjawiska persystentnosci — dlugotrwatego wzmacniania przesztych trendéw. Sytu-
acja ta rodzi dla inwestora dodatkowe szanse — jezeli trend ma charakter wzrostowy. Jezeli jednak
wystapi silna tendencja spadkowa, zjawisko podtrzymywania historycznych trendow moze spra-
wi¢, ze ponoszone straty bedg zdecydowanie dotkliwsze niz w sytuacji braku persystentnosci stop
zwrotu. Tymczasem skumulowane logarytmiczne stopy zwrotu z akcji Orange Polska SA fluktuuja
wokot poziomu zerowego (a zatem ceny — wokot ceny wyjsciowej). I choé zyskownos¢ inwestycji
w akcje tej spolki jest niewielka (a zdecydowanie mniejsza niz w przypadku spotki Wawel SA),
to takze poziom ryzyka zwigzanego z owa inwestycja jest istotnie obnizony, jako ze potencjalne
straty sa mozliwe do skompensowania w relatywnie krotkich horyzontach czasowych.

Odmienne wnioski mozna wyciagna¢, analizujac zachowanie skumulowanych logarytmicznych
stop zwrotu z akcji wzmiankowanych spotek dla okresow krotkich (rys. 59). Przedstawione kwoto-
wania cen podczas pigciu sesji gietdowych (pigciominutowa czgstotliwos¢ notowan) sktaniajg do
stwierdzenia, ze dla relatywnie krotkich horyzontéw inwestycyjnych wigkszym poziomem ryzyka
cechuja si¢ akcje spotki Orange Polska SA, poniewaz podlegaja nicustannie istotnym fluktuacjom.
W tym samym czasie skumulowane logarytmiczne stopy zwrotu z akcji spotki Wawel SA ksztat-
tujg si¢ na wzglednie stabilnym poziomie. Zjawisko to jest spowodowane najprawdopodobniej
wzmozonym zainteresowaniem inwestorow akcjami spotki Orange Polska SA — zakwalifikowanej
do indeksu WIG20, o dostatecznie ptynnym rynku. Sytuacja odwrotna zachodzi w odniesieniu do
akcji spotki Wawel SA, gdzie mniejsza sktonnos¢ uczestnikow rynku do zawierania transakcji do-
tyczacych tych papieréow wartoSciowych sprawia, ze zmiany cen w krétkim horyzoncie czasowym
sa wzglednie rzadkie.

Powyzsze konstatacje sa dodatkowym argumentem potwierdzajacym stusznos$¢ zaleznosci
opisywanej przez autora w rozdziale drugim, wigzacej poziom ryzykownos$ci inwestycji w in-
strumenty finansowe z poziomem wymiaru fraktalnego. Zgodnie z przedstawionym uprzednio
twierdzeniem wyzszy wymiar fraktalny skumulowanych stop zwrotu (wzglgdnie cen) skutkuje
wigksza ryzykownoscia inwestycji w dany walor dla relatywnie krotkich horyzontéw inwe-
stycyjnych (w granicy skracajacych si¢ do zera), za$ nizszym poziomem ryzyka dla inwestycji
o charakterze dlugoterminowym.

4.3. Dyskusja wynikow 1 konkluzje

Wyniki badan zaprezentowane w niniejszym rozdziale umozliwiaja jednoznaczne potwierdze-
nie gtéwnej hipotezy, a mianowicie, ze znajomos¢ wymiaru fraktalnego rozwazanych szeregow
czasowych ma istotne znaczenie dla petnej oraz poprawnej oceny poziomu ryzyka zwigzanego
z podejmowanymi inwestycjami finansowymi.

W pierwszej kolejnosci przeanalizowano wymiary fraktalne wybranych akcji wchodzacych
w sktad gtownych indeksow publikowanych przez Gieldg Papierow Wartosciowych w Warsza-
wie SA, majac na uwadze ich przynalezno$¢ do poszczego6lnych indeksow. Positkujac si¢ meto-
dami analizy poréwnawczej w oparciu o skalkulowane mierniki statystyczne wykryto zaleznos¢,
w mys$l ktorej im bardziej rynek rozpatrywanych akcji jest ptynny oraz im wigksza uwage inwe-
storow skupia na sobie, tym wigkszy jest odnosny wymiar fraktalny. Zgodnie z przewidywaniami
uzyskanymi na gruncie teoretycznym najwyzszym wymiarem fraktalnym cechowaly sig¢, przecigt-
nie rzecz biorac, spotki zakwalifikowane do indeksu duzych spotek WIG20, za$ najmniejszym — do
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indeksow sWIG80, wzglgdnie mWIG40. Spostrzezenia powyzsze zostaty potwierdzone zar6wno
podczas analizowania poziomu wymiaru fraktalnego przecigtnej spotki zakwalifikowanej do da-
nego indeksu, jak i wymiaru fraktalnego fluktuacji samego indeksu (cho¢ zaobserwowano pewne
rozbieznos$ci, ktoére w czgsci mozna zapewne przypisac¢ faktowi, ze badano nie wszystkie spotki
uwzglednione w obliczaniu indeksu, jak i zmiennemu sktadowi indeksu w czasie jego istnienia).
Trzeba jednak zaznaczy¢, ze 6w zwigzek ma charakter statystyczny, a nie deterministyczny, jako
ze w badaniu wykazano, iz spotki tworzace poszczegodlne indeksy sg istotnie heterogeniczne —
w zadnym bowiem przypadku nie mozna odrzuci¢ hipotezy, ze ich rozktad w populacji jest nor-
malny. Tym niemniej jej istnienie nie wydaje si¢ watpliwe, zwlaszcza w swietle wynikow analizy
wariancji, ktora sktania do uznania tego zwigzku za rzeczywisty, a nie pozorny. Widaé zatem, ze
juz na tym etapie badan mozna stwierdzi¢ wyst¢gpowanie powigzan pomigdzy poziomem wymiaru
fraktalnego a istotnymi charakterystykami badanych spotek, majacymi wptyw na poziom zwigza-
nego z nimi ryzyka inwestycyjnego.

Interesujacych wynikdéw dostarczyty badania wybranych klasycznych miar ryzyka oraz wymia-
ru fraktalnego. W analizach wykorzystano wspétczynniki korelacji: liniowej Pearsona oraz rang
Spearmana, majac na uwadze mozliwo$¢é wystgpowania miedzy badanymi wielkosciami zwigzkoéw
o charakterze nieliniowym. Pierwszym istotnym wnioskiem sformutowanym przez autora byto
stwierdzenie, ze roznorodnos$¢ informacji dostarczanych przez mierniki klasyczne jest nadzwy-
czaj nikta. W wigkszos$ci przypadkow stosowne wspotczynniki korelacji sg niezmiernie bliskie
jednosci, za§ we wszystkich — istotnie rozne od zera. Positkowanie si¢ rownoczesnie wieloma kla-
sycznymi miarami ryzyka jest zatem z punktu widzenia potencjalnego inwestora catkowicie bezce-
lowe. Informacje o naturze badanych szeregéw czasowych zawarte w estymowanych miernikach
klasycznych powielaja sie, co sprawia, ze dla celow oceny ryzykownosci inwestycji finansowych
catkowicie wystarczajace wydaje si¢ oszacowanie jednej z miar — np. odchylenia standardowego
stop zwrotu, jako wielkosci majacej czytelng interpretacje ekonomiczna.

Tymczasem z zupetnie odmienng sytuacja mamy do czynienia, badajac zwigzki pomigdzy mia-
rami klasycznymi a wymiarem fraktalnym. Wskazane zaleznosci sa albo nieznaczace albo mato
znaczace, nie umozliwiajac zadowalajacego prognozowania poziomu badanych wielkosci. Wynika
stad, ze zakres informacji dostarczanych przez te mierniki jest r6zny, co wskazuje na potencjalng
uzyteczno$¢ wymiaru fraktalnego jako uzupetniajacej w stosunku do klasycznych miary ryzyka.

Na zasadno$¢ positkowania si¢ wymiarem fraktalnym wskazujg takze rezultaty analiz zacho-
wania odchylenia standardowego stopy zwrotu kalkulowanego dla wydtuzajacych si¢ horyzontow
inwestycyjnych. Mozna bowiem z duza doza pewnosci orzec, ze reguta ,,pierwiastka kwadra-
towego z czasu” jest raczej wyjatkiem niz regularno$cig wsrdéd badanych spotek. Co cickawe,
przecigtnie rzecz biorac, owo prawo jest lepsza aproksymacja rzeczywistych zachowan cen akcji
w odniesieniu do spotek tworzacych indeks WIG20. Jest to o tyle naturalne, Zze na rynkach bardziej
ptynnych i cieszacych si¢ wigkszym zainteresowaniem inwestorow zatozenia modelu Samuelsona-
-Osborne’a wydaja si¢ by¢ spetnione w wigkszym stopniu niz na pozostatych rynkach. Dlatego
tez uzyskane wyniki doskonale korespondujg z logicznymi nastepstwami teorii rynku fraktalnego.

Jakkolwiek dotychczasowe konkluzje stanowig istotne wsparcie dla omawianej konstrukcji teo-
retycznej, to jednak ze wzgledu na brak stosownego instrumentarium, umozliwiajacego okreslenie
istotnos$ci uzyskanych rozbiezno$ci, z koniecznosci postuzono si¢ znang procedurs, polegajaca
na losowym wymieszaniu obserwacji badanych szeregéw i poddaniu ich ponownym analizom.
W efekcie mozna stwierdzi¢, ze wyniki otrzymane dla danych posortowanych réznig si¢ znaczaco
od rezultatow pierwotnych. Sktania to do przyjecia, iz zaobserwowane rozbieznosci wzgledem
modelu Samuelsona-Osborne’a nie maja charakteru przypadkowego, lecz s skutkiem podporzad-
kowania badanych zjawisk innym regutom.
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Najistotniejsza, zdaniem autora, konkluzja wynikajacg z przeprowadzonych badan jest potwier-
dzenie wystgpowania istotnego zwigzku pomiedzy zmianami klasycznych miar ryzyka (repre-
zentowanych przez odchylenie standardowe logarytmicznych stop zwrotu) a poziomem wymiaru
fraktalnego. Wraz z wydtuzaniem si¢ horyzontu inwestycyjnego mozna zaobserwowac istotng
statystycznie, silnie ujemna zalezno$¢ pomiedzy wymiarem fraktalnym a odchyleniem standardo-
wym. Jednoczesnie odnotowano brak takiego zwiazku migdzy odchyleniem standardowym jed-
nosesyjnej stopy zwrotu a odpowiadajacym mu odchyleniem standardowym wielosesyjnej stopy
zwrotu. Co wigcej, losowe sortowanie danych skutkuje wyeliminowaniem powigzan pomigdzy
wymiarem fraktalnym a odchyleniem standardowym, co dowodzi ich istotnosci.

Doskonatg ilustracja sformutowanych wnioskdw, co prawda niemajacg waloru konkluzywnego
rozstrzygnigcia, jednak pozwalajacg uzmystowi¢ sobie wystepujace roznice, jest zachowanie cen
i stop zwrotu akcji spotek Orange Polska SA oraz Wawel SA. Ich istotnie rézne wymiary fraktalne
materializujg si¢ w zdecydowanie odmiennej natury fluktuacjach cen, potwierdzajacych sformu-
lowane prawo dotyczace zaleznosci pomi¢dzy zmiennoécig, wymiarem fraktalnym a dlugoscia
horyzontu inwestycyjnego.

Rozpatrujac tacznie opisywane wyniki badan nalezy podkresli¢, ze sg one spojne oraz nie
uprawniaja do odrzucenia postawionej hipotezy badawczej, stanowigc jednoczesénie jej poppe-
rowska koroboracj¢. Wydaje si¢ zatem, ze twierdzenie, iz na polskim rynku akcji wystepuja struk-
tury o charakterze fraktalnym, a teoria rynku fraktalnego bardziej poprawnie oddaje rzeczywiste
fluktuacje kurséw niz koncepcja Samuelsona-Osborne’a, nie jest odlegte od prawdy. Konstatacja ta
ma wazkie konsekwencje dla uczestnikow badanego segmentu rynku kapitatowego. Positkowanie
si¢ przez nich wylacznie klasycznymi narzedziami pomiaru ryzyka wypada w tej sytuacji uznac na
niedostateczne z punktu widzenia zasadniczego celu, jakim jest poprawna i pelna kwantyfikacja
ryzyka. Konieczne jest zatem uwzglednienie przez inwestoréw fraktalnego charakteru stosownych
szeregow czasowych i kierowanie si¢ w podejmowaniu decyzji inwestycyjnych takze wielkos-
ciami opisujacymi ich cechy fraktalne. Autor ma nadzieje, ze zawarte w niniejszej pracy wyniki
badan empirycznych beda stanowié choc¢by zachete do rewizji dotychczasowej logiki postrzegania
przedmiotowych zagadnien.

Podsumowujac, nalezy stwierdzié, ze przedstawione rezultaty sSwiadcza, iz prezentowana
uprzednio hipoteza wigzaca wzgledny poziom ryzyka, dtugos¢ horyzontu inwestycyjnego oraz
wymiar fraktalny winna zosta¢ uznana za taka, ktora poprawnie opisuje rzeczywistos¢.
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Zakonczenie

Nauka nie spoczywa na solidnym gruncie. Smiata struktura teorii
wznosi si¢ jak gdyby ponad grzezawiskiem. Przypomina gmach
wzniesiony na palach. Pale sq wbijane z gory w to grzezawisko,

lecz nie siegajq zadnej naturalnej podstawy. A jezeli zaprzestajemy
dalszego wbijania tych pali, to nie dlatego, zZe siggnelismy

trwalego gruntu. Przestajemy je wbija¢ dlatego, ze pale te thwig
dostatecznie mocno, aby unies¢ strukture, przynajmniej tymczasowo.

K. Popper

Problematyka pomiaru ryzyka inwestycji finansowych jest nieodtacznie zwigzana z zagadnieniami
modelowania cen instrumentéw finansowych. Nie ulega zatem watpliwosci, ze wszelkie niedo-
statki odnoszace si¢ do wykorzystywanych modeli muszg znalez¢ swoje odzwierciedlenie w sto-
sowanej metodyce kwantyfikacji ryzyka. Wydaje si¢ wigc naturalne, ze w pierwszej kolejnosci
nalezy stara¢ si¢ zidentyfikowac i w miar¢ mozliwosci wyeliminowac¢ ich dostrzezone utomnosci.
Ten sposob myslenia zostal przyjety przez autora i zmaterializowat si¢ w sposobie konstrukeji
monografii.

Autor staral si¢ w mozliwie kompleksowy sposdb przedstawic¢ geneze, istote oraz konsekwencje
dla oceny ryzyka inwestycji finansowych wynikajace z positkowania si¢ teorig rynku fraktalne-
go. Historyczny ciag zdarzen wiodacych do jej sformulowania wydaje si¢ prowadzi¢ poprzez
eliminacje teorii mniej poprawnie oddajacych rzeczywisto$¢ ku koncepcjom o bardziej ogdlnym
charakterze. W opinii autora zamierzenie polegajace na pokazaniu idei fraktalnego modelowania
cen instrument6w finansowych jako naturalnej kontynuacji, a jednocze$nie tworczej i nowatorskiej
modyfikacji dotychczasowego, opartego na klasycznych miernikach ryzyka podejscia, udato si¢
w pelni zrealizowac.

Najciekawszym, zdaniem autora, wnioskiem o charakterze teoriopoznawczym jest pokazanie,
ze prezentowana w literaturze zalezno$¢ pomiedzy wymiarem fraktalnym a ryzykiem inwesty-
cyjnym (w sensie zmiennos$ci) odpowiada prawdzie na fraktalnym rynku finansowym jedynie dla
nieskonczenie krotkich horyzontéw inwestycyjnych. Przeprowadzone rozwazania doprowadzity
do wykazania, ze w okresie nieskonczenie dtugim (szczegdlnie istotnym z punktu widzenia wielu
koncepcji ekonomicznych) poprawna jest relacja odwrotna, a mianowicie wigkszy wymiar fraktal-
ny jest nieuchronnie powiazany z mniejszym poziomem ryzyka. Jest to osiggni¢cie o tyle istotne,
ze prowadzi do wyeliminowania bezkrytycznego, a merytorycznie catkowicie nieuzasadnionego
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positkowania si¢ per analogiam dla okresow nieskonczenie dtugich zaleznoscig obowigzujaca
wyltacznie w odniesieniu do nieskonczenie krotkich horyzontéw inwestycyjnych.

W warstwie metodycznej za interesujace autor uznaje pokazanie, ze metoda podziatu pola
w obecnej postaci nie powinna by¢ wykorzystywana w praktyce, dostarczajac obcigzonych i wyso-
ce niestabilnych oszacowan. Wskazane niedostatki tej metody, wykazane na gruncie teoretycznym,
zostaly takze potwierdzone przeprowadzonymi badaniami wykorzystujagcymi dane empiryczne
oraz uzyskane w drodze symulacji stochastycznej Monte Carlo. Rozpoznanie wspomnianych wad
metody podziatu pola sugeruje rewizje wnioskow sformutowanych dotychczas w oparciu o jej za-
stosowanie, jednoczesnie stanowigc inspiracj¢ do podjecia dalszych rozwazan nad mozliwosciami
modyfikacji metody w celu poprawy jakosci uzyskiwanych wynikow.

Jak pokazano, szeregi czasowe logarytmicznych stop zwrotu dla pokaznej liczby akcji noto-
wanych na warszawskiej gieldzie nie powinny by¢ postrzegane w kontek$cie modelu Samuel-
sona-Osborne’a. Wtasciwszym rozwigzaniem wydaje si¢ przyjecie za odpowiednia teorii rynku
fraktalnego, jako ze oszacowane wymiary fraktalne okazaty si¢ w wigkszosci przypadkoéw zna-
czaco rozne od 1%. Pokazano takze istotny statystycznie zwigzek pomiedzy poziomem wymiaru
fraktalnego a przynaleznoscig analizowanej spotki do poszczegoélnych indeksow gietdowych:
WIG20, mWIG40, sWIG80. Co wigcej, zalezno$¢ ta pozostaje catkowicie spojna z zaprezen-
towang relacja pomiedzy dtugoscia horyzontu inwestycyjnego, poziomem ryzyka a ptynnoscia
rynku danego papieru warto$ciowego i stopniem zainteresowania, jakim cieszy si¢ on wsrdd
inwestorow.

Ponadto w pracy przeanalizowano no$no$¢ informacyjng poszczegolnych miar ryzyka. Poka-
zano, ze informacje dostarczane przez rozmaite klasyczne miary ryzyka w rzeczywistosci powie-
laja sie¢, a zatem z punktu widzenia ekonomii myslenia rownoczesne positkowanie si¢ wieloma
z nich jest bezzasadne. Z odmienng sytuacjag mamy z kolei do czynienia w przypadku wymiaru
fraktalnego — jego powiagzania z miarami klasycznymi sg na tyle nieznaczace, ze mozna uznac,
iz informacje wnoszone przezen nie majg charakteru wtdérnego w stosunku do uzyskiwanych za
pomocg miernikow klasycznych. Wielkosci te opisujg zatem roézne aspekty fluktuacji cen akcji.

Kluczowy z punktu widzenia postawionej hipotezy gtdéwnej jest sformutowany wniosek gto-
szacy, ze w odniesieniu do akcji badanych spotek nie jest zachowane prawo ,,pierwiastka z cza-
su”. Ponadto, w przeciwienstwie do sytuacji majacej miejsce w modelu Samuelsona-Osborne’a,
znajomos$¢ odchylenia standardowego (czy tez ogoélniej — na mocy pokazanych zwigzkow — kla-
sycznych miar ryzyka) dla pewnego horyzontu inwestycyjnego nie umozliwia przewidywania
ksztaltowania si¢ tych miernikow dla horyzontéw inwestycyjnych o odmiennych dtugosciach.
Kwantyfikacja ryzyka wytacznie w oparciu o miary klasyczne oszacowane dla danego hory-
zontu inwestycyjnego musi wobec tego by¢ niepetna — bowiem uwzglednia jedynie aspekty sta-
tyczne, a pomija dynamiczne. Zasadne moze by¢ zatem postugiwanie si¢ wymiarem fraktalnym.
Ze jest tak w rzeczywisto$ci, przekonuja zaprezentowane w pracy istotne zaleznoéci pomiedzy
wymiarem fraktalnym a ksztalttowaniem si¢ odchylenia standardowego wraz ze zmianami dtu-
gosci horyzontu inwestycyjnego oraz brak takich zwigzkdéw dla odchylen standardowych dla
okresow o roznej dtugosci. Celowe wydaje si¢ zatem wprowadzenie wymiaru fraktalnego do
zestawu miernikow ryzykownos$ci inwestycji finansowych wykorzystywanych w procesie kwan-
tyfikacji ryzyka, co swiadczy o braku sprzecznoséci pomig¢dzy zasadniczg hipoteza badawcza
a analizowanymi danymi.

W opinii autora przedstawione rozwazania oraz wyniki badan empirycznych umozliwiajg po-
twierdzenie przydatnosci wymiaru fraktalnego finansowych szeregéw czasowych jako istotnej
miary ryzykownosci inwestycji. Tym samym nalezy stwierdzi¢, ze zakreslony zasadniczy cel ba-
dawczy zostat zrealizowany.
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Autor jest jednocze$nie daleki od uznania, ze zaprezentowane rozwazania dostarczajg jedno-
znacznych 1 wyczerpujacych odpowiedzi na pojawiajace si¢ watpliwosci zwigzane z fraktalnym
ujeciem problemu kwantyfikacji ryzyka inwestycji finansowych — jest wrecz przekonany, ze jest
to w rzeczywistosci niemozliwe. Ztozonos$¢ przedmiotowych zagadnien jest tak wielka, ze ko-
nieczne sg dalsze dogl¢cbne badania nad naturg analizowanych zjawisk. Trafne wydaje si¢ tu
okreslenie Alfreda Marshalla twierdzacego w swym dziele, ze ,,Gdy przejdzie po nas wiele po-
kolen, bedzie si¢, by¢ moze, wydawalo, ze nasze ideaty i metody naleza do dziecinstwa ludzkosci
raczej, niz do jej wieku dojrzatego”. Tym niemniej nie ma zadnego usprawiedliwienia dla po-
rzucenia naukowego obowiazku zblizania si¢, choéby bardzo powoli, do lepszego niz istniejace
wyjasnienia rzeczywistosci. Tej zasadzie autor staral si¢ pozosta¢ wierny w trakcie pracy nad
niniejsza monografia.

233 A. Marshall: Zasady ekonomiki. Tom 1. Wydawnictwo M. Arcta, Warszawa 1925, s. 43.
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