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Matematyka ubezpieczeni majgtkowych 20.11.2017 r.

Zadanie 1.

Kierowca, ktérego charakteryzuje warto$¢ g parametru ryzyka O, zglasza szkody
(Jedng lub wigcej) w ciagu roku z prawdopodobieristwem q, za$ nie zglasza szk6d z
prawdopodobienstwem p =1—gq, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach s3
zdarzeniami niezaleznymi. Jedli kierowce z tej populacji przypadkowo wylosujemy, to
charakteryzujacg go warto$¢ parametru g traktujemy jako realizacje zmiennej losowej
Q. Populacja jest niejednorodna, w zwigzku z czym var(Q) > 0.
Zakiadamy, ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikaja, nowi si¢ nie
pojawiajg). Kierowcy migruja pomigdzy klasami bardzo prostego, 3-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktéry w danym roku zglosit
jedng lub wigcej szkéd, laduje w roku nastgpnym w klasie pierwszej (z najwyzsza
skiadkg). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:

e Laduje w klasie drugiej, o ile w danym roku byt w klasie pierwszej;

e Laduje w klasie trzeciej, o ile w danym roku by} w klasie drugiej lub trzeciej.
Na podstawie obserwacji ustalilismy, ze frakcja kierowcow z tej populacji
przebywajacych w klasie pierwszej wynosi 20/80, w klasie drugiej 9/80, za$ w klasie
trzeciej 51/80. Oczywidcie pomingliémy przy tym obserwacje z pierwszych paru lat
funkcjonowania systemu bonus-malus, kiedy przynalezno$é do klasy zalezata jeszcze
od klasy startowe;j.

Wobec tego var(Q) wynosi:
(A)  2/80
(B) 3/80
(C) 4/80
(D)  5/80

(E)  6/30



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017 .

Zadanie 2.

Rozwazamy model nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
Up=u+X; +X;+ -+ X, gdzie:
e uto nadwyzka poczatkowa (nieujemna);
° Xj,X3,X3,... s3ii.d,ireprezentuja réznice pomiedzy wptywami ze sktadki a
wydatkami na odszkodowania w kolejnych latach.

Zmienna X; ma rozktad geometryczny przesuniety:
PriX;,=-1)=1-q,
Pr(X; =0)=(1-q)q,
Pr(X; =1) = (1-q)q?,
Pr(X,=2)=01-q)q3, ...

Niech N = min{n: U,, < 0} oznacza czas ruiny.

Przyjmijmy, Ze parametry procesu wynosza: ¢ = 3/7, orazu = 7/2. W tych
warunkach ruina jest pewna, a wigc Pr(N < o) = 1. Wobec tego oczekiwany czas
do ruiny E(N) jest wielko$cig dobrze okreslong, i wynosi:

A) 20
B) 18
(C) 16
D) 14
B 12

Wskazéwka: zauwaz, ze przyrosty nadwyzki sq liczbami catkowitymi, a przyrost
ujemny moze wynies¢ jedynie -1.



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017r.

Zadanie 3.

Zmienne N,M,,M,,M,..., powiazane ze zmienng K zaleznoscia: K = M +.+M,,
speniaja zalozenia rozkladu ztozonego.
Zmienna M, ma rozklad dwumianowy:
PriM, =1)=Q, Pr(M,=0)=P, Q€ (0,1), P=1-0;
za$ zmienna N ma rozklad ujemny dwumianowy o funkcji prawdopodobieristwa:

Pr(N = k) = %(1 -9, k=0172,..

Przyjmujemy nastgpujgca interpretacje zmiennych zadania:
° N-to liczba szkéd, do ktérych doszio w ciagu roku, z czego:
o (N —K) —to liczba szkdd, ktére zgloszone zostaty przed koficem roku,
o K-—to liczba szkéd zaszlych, ktére nie zostaty w ciggu roku zgtoszone.
Jesli parametry zadania wynosza:

e r=10;
o q=2/3;
e Q=1/4-’

to warunkowa warto$é oczekiwana:
e E(KIN—-K=m)
dana jest wzorem:

GV
B) 2+%
© 3+
D) 4+
(E) 5



Matematyka ubezpieczefi majgtkowych 20.11.2017 1.

Zadanie 4.

Pewne ryzyko generuje w kolejnych czterech kwartalach roku szkody o tacznej
wartosci Xy, X5, X3, X4. Zmienne losowe X; majg identyczny rozktad wyktadniczy i sa
nawzajem niezalezne. Ubezpieczyciel pokrywa laczng warto$é szkéd za caty rok,
ceduje jednak na reasekuratora taczng wartos$¢ szkéd z jednego, wybranego przez
siebie kwartatu (oczywiscie wybierze najgorszy z nich). Jaki jest udziat skladki
reasekuracyjnej w sktadce ubezpieczeniowe;j (obie sktadki policzone sa wedhug ich
wartosci oczekiwanej)?

(A) 19/48
(B) 21/48
(C) 23/48
(D) 25/48
(E) 27/48



Matematyka ubezpieczefi majatkowych 20.11.2017 .

Zadanie 5.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem ciggtym:

e skumulowana warto$¢ szkéd S(t) jest procesem ztozonym Poissona, w ktérym
intensywnos¢ pojawiania si¢ szk6d wynosi 1 = 100,

e rozklad wartosci pojedynczej szkody dany jest na pétosi dodatniej gestoscia:

1 X 1 X
f(x) = g &*P (_Z) + 35X €XP (_Z)
° intensywnos¢ sktadki (naptywajacej w sposéb ciggly) wynosi ¢ = 800.
Wobec tego wspoétczynnik dopasowania R wynosi:

w 5
®
© T
o
® T



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017r.

Zadanie 6.

X oraz Y to zagregowane wartosci szkdd dwoch rodzajow z tego samego ryzyka,
ktérych laczny rozklad zalezy od wartosci parametru ryzyka ©. Rozklad ten ma
nastgpujace charakterystyki:

cov(X,Y|®) = 20

E(X]|©) = 30

E(Y|®) =0
podczas gdy zréznicowanie parametru © w populacji ryzyk daje sie opisaé rozkladem
logarytmiczno-normalnym takim, ze In(®) ma rozklad normalny o parametrach

(0% = (0, 57)
cov(X,Y) wynosi w przyblizeniu (wybierz przyblizenie najlepsze):

(A)  2.00
B) 215
€ 230
D) 245
(E) 260



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017r.

Zadanie 7.

Zmienna losowa X jest sumg trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozkiadach
ztozonych Poisson z parametrami odpowiednio (44, F;), (4,, F,), oraz (13, F3).
Wartosci parametréw czestotliwosci to A4, A,, A3, oraz dystrybuanty F;, F,, F;, dane

Sg wzorami:

i A; Fi(x) F;(x) F;(x)
dla x <1 dla x € [1,2) dla x>2

1 1 0 4/10 1

2 1/2 0 3/10 1

3 1/2 0 9/10 1

Pr(X = 3) wynosi:

(A)  sexp(-2)
B) Zexp(-2)
©  Zexp(-2)
(D)  exp(-2)

(B) Zexp(-2)




Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017 1.

Zadanie 8.

Wyjsciowy portfel sktada si¢ z n niezaleznych ryzyk. f.aczna warto$é szkéd dla
pojedynczego ryzyka ma warto$¢ oczekiwang u i odchylenie standardowe o .

S oznacza faczng warto$¢ szkéd z tego portfela. Skladke za pojedyncze ryzyko
skalkulowano w wysokosci G tak, aby:

Pr(S > n-G)=0.01,

przy czym prawdopodobienstwo to obliczono na podstawie aproksymacji rozktadem
normalnym.

Dla naszego portfela wyjsciowego mamy:

n=1000, x=10, o=10.

Pojawita si¢ mozliwo$¢ objgcia ubezpieczeniem dodatkowych n, ryzyk, niezaleznych
nawzajem oraz niezaleznych od pierwszych » ryzyk z portfela wyjsciowego.

Ich charakterystyki to:

H, =10, o, =14,

Jednakze warunkiem objecia ,,nowych” ryzyk jest zaoferowanie pokrycia za sktadke w
tej samej wysokosci G, co dla ,,starych” ryzyk. Niech S, oznacza faczng wartosé
szkdd z nowych ryzyk.

Dla jakich », mamy:

Pr(S+S, > (n+n) -G)<0.01?

(Podaj warunek konieczny i dostateczny, opierajqc si¢ i tym razem na aproksymacji
normalnej)

A n,=0
(B) n, =103
(C)  ny =250
D) n, <103
(E) ny <250



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017r.

Zadanie 9.

W pewnym ubezpieczeniu szkody pojawiajg si¢ zgodnie z procesem Poissona, ktory
startuje w czasie Tp = 0. Niech T, oznacza czas zajscia n-tej szkody, przy czym
jednostkg pomiaru czasu jest rok. Szkody numerujemy wedtug kolejnosci zajscia,
zachodziwigc 0 < T; < T, < T3 < ---.
Niech teraz T,, = %Zﬁﬂ Ty oznacza Sredni czas zajscia pierwszych » szkdd (zmienna
ta jest oczywiscie okre$lona, o ile n > 0).
Wariancja $redniego czasu zajscia pierwszych pieciu szkod, pod warunkiem, ze w
ciggu pierwszego roku doszlo wlasnie do pieciu szkdd:

var(Ts|Ts < 1 < Tg)

wynosi:
A)  1/60
®) 1/50
(C) 1/45
D)  1/40
E) 1730



Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.11.2017r.

Zadanie 10.

Liczba szkéd N w ciggu roku w pewnym ubezpieczeniu ma rozktad Poissona z
parametrem czgstotliwosci rownym A = In(3).

Wartos$¢ kazdej ze szkéd Y;,Y,,Ys,... ma ten sam rozklad Pareto o dystrybuancie
okreslonej na pétosi nieujemnej wzorem:
Yy
F. =
v, () Tty

Wartosci poszczegélnych szkdd i liczba szkdd sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Niech:
M= max{Y;,Y,, ..., Yy} jezeli N >0
- { 0 w p.p.

Mediana warunkowego rozkladu zmiennej M, pod warunkiem ze wystgpita co
najmniej jedna szkoda, a wigc taka liczba y, dla ktore;j:

1
Pr((M <y|[N>0)==

2
Wynosi:
In(4)
(A) In(3)

In@3)
(B) In(2)

In(5/2)

(C) In(3/2)
In(2)

(D) In(3/2)

In(5/2)
(E) In(2)
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Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majgtkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 E
2 C
3 B
4 D
5 B
6 D
7 E
8 A
9 A
10 D

" Oceniane sa wylgcznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.

* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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