Matematyka ubezpieczen majatkowych 25.03.2013 .

Zadanie 1.
O rozktadzie pewnego ryzyka X posiadamy nastepujace informacje:

e Pr(Xe[0,1])=1

e E(X)=1/3

o Pr(X <1/4)<1/2,atakze Pr(X >1/4)>1/2

Informacje w ostatniej linii oznaczaja, ze mediana rozktadu zmiennej X wynosi %a.
Oznaczmy przez og.,,, Oraz al-znf odpowiednio supremum i infimum warto$ci wariancji

na zbiorze wszystkich mozliwych rozkltadow zmiennej X spelniajagcych powyzsze
warunki. Rozpietos¢ przedziatu mozliwych wariancji, czyli roznica:

_ Uszup - Uiznf
WYNOosi:
(A) 7/36
(B) 3/16
(C) 13/72
(D) 25/144
(E) 1/6
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Zadanie 2.
Oczekiwana liczba szkod zglaszanych w kolejnych latach w pewnym portfelu
ubezpieczen ro$nie w statym tempie, i wynosi w roku t:
At =2 x 1.085, t=0,12,..
Szkoda, ktora zaszta w roku t, likwidowana jest w roku (t + D). D jest zmienng
losowa o tym samym rozkltadzie dla kazdej szkody (niezaleznym m.in. od tego, w
ktorym roku szkoda zaszta), danym wzorem:

e Pr(D=n)=Mm+1)x016x%x0.6", n=0,1,2,..,
Oznaczmy przez A; zdarzenie polegajace na tym, ze szkoda losowo wyciagnicta ze
zbioru wszystkich szkdd, ktore zlikwidowane zostalty w ktorymkolwiek z lat od roku
numer 0 do roku numer t wiacznie, zostata zlikwidowana w roku t. Mozemy teraz
warunkowg warto$¢ oczekiwang E(D|A,) zinterpretowaé jako $redni czas likwidacji
szkod likwidowanych w roku t.
Wobec tego lim;_,,, E(D|A;) wynosi:

A 3

(B) 2916
© =
(D) 27
(E) 25
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Zadanie 3.
Laczna warto$¢ szkod X w ciggu roku z pewnego ryzyka ma rozktad ztozony:

X=Y+Y, +..+Y,
z rozktadem warto$ci pojedynczej szkody (wyrazonym w cenach roku ubieglego)
danym na pétosi dodatniej gestoscia:

24

f,(X)=—.

Y( ) (2+ X)4
O ile procent wzrosnie skladka netto za pokrycie nadwyzki kazdej szkody z tego
ryzyka ponad kwote d, jesli kwota ta jest niezmienna i wynosi d =3, natomiast ceny,
w ktorych wyrazamy szkody beda w biezacym roku wyzsze o 20% od cen roku
ubiegtego? Wybierz odpowiedz prawidtowa z doktadnosciag do 0.5%

(A)  sktadka netto wzrosnie o 54%
(B)  sktadka netto wzrosnie o 48%
(C)  sktadka netto wzrosnie o 43%
(D)  sktadka netto wzrosnie o 37%

(E)  sktadka netto wzrosnie o 33%
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Zadanie 4.
Niech:

¢ N oznacza liczbe roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,.,Ty oznacza czas, jaki uptywa od momentu zajscia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego (numeracja roszczen od 1-go do N-
tego jest catkowicie przypadkowa, nie wynika wigc z chronologii ich zgtaszania)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T,,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,,T;,... maja identyczny rozktad dany dystrybuanta F

(jednostka pomiaru czasu jest miesiac),
e zmienna losowa N ma rozktad geometryczny:

1 k
Pr(N :k):(EJ ,  k=123,..

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, iz w ciggu miesigca od momentu

zajScia pewnego wypadku zgloszono z tego wypadku 2 roszczenia. Wiemy, ze

F(@) =1/2. Oczekiwana liczba roszczen, ktore jeszcze z tego wypadku zostang

zgloszone, a wigc:

E(N -2A)
WYynNosi:
(A) 305
®) 1
(C) 413
D) 3P
E) 53
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Zadanie 5.
X, oraz X, to dwa ryzyka (zmienne losowe) niezalezne o tym samym rozkladzie

danym dystrybuanta:

0 gdy x<0
F(x)={05+0.3-x gdy xe[0,1)
1 gdy x2>1
Prawdopodobienstwo:
2
Prl X, + X, <=
(%%,
WYnOSi:
(A) 0.8
(B) 0.50
(C) 054
(D) 0.60
(E) 0.62
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Zadanie 6.

Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W kazdym z portfeli pojedyncze
ryzyko generuje szkody zgodnie ze ztozonym procesem Poissona z takg sama
intensywnoscig A . Portfele r6znig si¢ rozktadem wartosci pojedynczej szkody 1 liczba
ryzyk w portfelu (n, i n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na sktadke netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi 8. W rezultacie parametry modelu sg
nastepujace:

e 1 portfel:

intensywno$¢ taczna n A , rozklad wartosci pojedynczej szkody o gestosci
f (y) =2exp(-2y), sktadka za jedno ryzyko (1 + 0)% :
e 2 portfel:

intensywno$¢ taczna n,A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o gestosci

(y) = 5exp(5y) , sktadka za jedno ryzyko (L+ 9)% |

Jesli wiemy, ze funkcja prawdopodobienstwa ruiny ubezpieczyciela jest postaci:

‘P(u):gexp(—u)+éexp(—guj,

3
to wartosci parametrow modelu [«9, k! j WYynosza:
n,+n,
1 1
A = =
CINEN
1 2
B =, =
(B) 3 21
1 1
C =, =
(©) 3 21
2 2
D =, —
() 3 21
2 1
E =, =
(E) 3 7]
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Zadanie 7.
Wiemy, ze w procesie nadwyzki ubezpieczyciela sktadka roczna wynosi C, zas faczne
warto$ci szkod w ciagu kolejnych lat to niezalezne zmienne losowe o tym samym

rozktadzie. Rozklad ten ma warto$¢ oczekiwang rowna 4 , wariancje réwng o, oraz
wspotczynnik skosnosci o wartosci nieujemnej rownej ¥ .

Funkcj¢ prawdopodobienstwa ruiny (jako funkcje wysokosci nadwyzki poczatkowej
u) przyblizamy na dwa sposoby:

e Stosujac aproksymacje ¥, (U), oparta na znanych wynikach dla modelu, w
ktorym przyrosty procesu nadwyzki na dowolnych roziacznych odcinkach
czasu s3 niezalezne, i dla dowolnego h >0 majg rozktad normalny o wartosci
oczekiwanej rownej h(c— ) i wariancji ho?. (Oznacza to oczywiscie, ze
ignorujemy informacje o skosnosci)

e Stosujac aproksymacje ‘¥, (U), oparta na znanych wynikach dla modelu, w
ktoérym proces narastania szkod jest procesem ztozonym Poissona ze szkodami

wyktadniczymi, z parametrami dobranymi tak, aby roczne przyrosty procesu
miaty rozktad o warto$ci oczekiwanej, wariancji i skosnosci réwnej zadanym

wartosciom (C— u), o?, oraz V.
Niech u” oznacza taka warto$é¢ nadwyzki poczatkowej u, dla ktorej zachodzi:
Wi (U) =¥y (1)
Przy zatozeniach liczbowych:
e u=10,0=2,c=12,
granica wartosci U~ przy wspotczynniku skosnosci dazacym do zera (od gory):

lim (u*
730
WYnosi:
(A 12
B) 1
< 2
(D) 3
(E) 4
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Zadanie 8.
Liczba szkdéd N z pojedynczej umowy w pewnym ubezpieczeniu jest zmienng losowa
o rozktadzie danym wzorem:

Pr(N =0) = p,,

Pr(N=k)=(1- p,)L-a)q“", k=123,..,
z nieznanymi parametrami p, €[0.1), q €(0,1).
Mamy probke N,,N,,...,N,,, obserwacji ze 100 takich uméw ubezpieczeniowych.
Zaktadamy niezalezno$¢ tych obserwac;i.

Niech (f)o, d) oznaczajg estymatory parametrow (po, q) uzyskane metoda najwigkszej

wiarygodnosci. Jesli wiadomo, ze w probce zaobserwowaliSmy tacznie 45 szkod z 15
umow (pozostate 85 umow okazato si¢ bezszkodowe), to warto$¢ estymatora § z

dobrym przyblizeniem wynosi:

A) 14
B) 13
C) 12
D) 23
(E) 3/4
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Zadanie 9.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+ct—Sy), gdzie:

e U tonadwyzka poczatkowa
e ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

n
e S = ZYi to taczna warto$¢ szkod zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz wartosci szkod Y,,Y,,Y;,... sa niezalezne, przy czym:
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e wartosci szkod V,,Y,,Y;,... maja taki sam rozktad

e c=@1+0)-1-E(fY,)), 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
L :=supfu—U(t)}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

L=lL+L+..+1, (L=0 gdy N=0),

gdzie |, jest zmienna okreslona, gdy nadwyzka spadnie ponizej U, i rowna jest wtedy:
L, =u-U(t),

gdzie t, to moment czasu, kiedy po raz pierwszy do takiego spadku doszto.

Wiadomo, ze jesli doszto do ruiny, wtedy istnieje taka liczba K e {L 2,..., N} ze:
L+L+..+l,>u oraz | +L+..+l,,<u

Innymi stowy, K oznacza kolejny numer tego spadku, przy ktorym nastapila ruina, za$
liczba (N — K) oznacza liczbe spadkow, do ktorych doszto juz po zajsciu ruiny.

Jesli 6=1/3, za$ u=1/2, to oczekiwana liczba spadkoéw po zajsciu ruiny:

E(N - K|L > u)
WYnNOosSI:
A 3
(B) 35
€ 4
(D) 45
(E) 5
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Zadanie 10.
Liczby szkéd N,,...N,,N,,; w kolejnych latach sa, dla ustalonej warto$ci parametru

A = A, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie Poissona o
wartosci oczekiwanej 4. Niech N =N, +...+ N, . Parametr ryzyka A jest zmienna

losowa o rozkladzie gamma o ggstosci:
L()=Lxtop-p),  af>0.
I(e)

Jesli przyjmiemy warto$ci parametréw:

a=3,
£ =10,
t=10,

Wtedy warunek konieczny 1 wystarczajacy na to, aby zachodzita nierownos¢:
. var(Nt+1 IN,,..., Nt)> var(Nt+1 )
jest postaci:

(A)  N>0
(B) N>1
C) N>2
D) N>3
(E) N>4

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 25 marca 2013 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”
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“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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