Matematyka ubezpieczen majatkowych 23.03.2015r.

Zadanie 1.
Niech zmienne losowe:
o Xk =U+ug+ey k=12,..,Korazt=1,2,..,T,
0znaczajg taczne wartosci szkod odpowiednio dla k-tego kontraktu w t-tym roku.
O sktadnikach naszych zmiennych zaktadamy, ze:
e ujest wspolng dla wszystkich zmiennych X, , bezwarunkowg warto$cia
oczekiwang
e Uy jest odchyleniem warunkowej kontraktowej (dla k-tego kontraktu) wartosci
oczekiwanej od u
® & Jest odchyleniem zmiennej X, ;, od swojej warunkowej kontraktowej
wartosci oczekiwanej w t-tym roku.
Przyjmujemy zatozenie, iz wszystkie K zmiennych losowych p, oraz K X T
zmiennych &, maja taczny rozktad normalny o zerowych wartosciach oczekiwanych,
zerowych kowariancjach i dwdch poziomach wariancji:
o var(w) = a?,
o var(ey) = s?
W celu predykcji odchylen kontraktowych postugujemy si¢ wspotczynnikiem:
52
Ta? + s?
Nie znamy parametrow u, a? ani s%. Estymujemy (1-z) korzystajac z dekompozycji
sumy kwadratow odchylen na wahania wewnatrz-kontraktowe i migdzy-kontraktowe:
Y1 Di=1 (Ko — Xp)?
~ _ Zk=1&i — X)?
gdzie X oraz X, oznaczaja odpowiednio $rednig ze wszystkich K X T obserwacji oraz
$rednig z obserwacji dotyczacych k-tego kontraktu.

1—2z:=

1 —Z:= const X

Przyjmujemy, ze zarowno K jak i T sa wystarczajace na to, aby nasz estymator byt
okreslony 1 miat skonczong wartos$¢ oczekiwang. Jesli nasz estymator miatby by¢
nieobcigzony, nalezy statg const przyja¢ w wysokosci:

K-1
(A) KT(T-1)
K-2
(B) KT(T-1)
K-2
©) (K-1)T(T-1)
K-3
(D) KT(T-1)
K-3
(E) (K-1)T(T-1)
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Zadanie 2.

Pewne ryzyko generuje w kolejnych sze$ciu okresach dwu-miesiecznych szkody o
facznej wartosci odpowiednio X, X,, X; X,, X;, X,. Zmienne losowe X, maja
identyczny rozktad wykladniczy i s3 nawzajem niezalezne.

Ubezpieczyciel pokrywa laczng wartos¢ szkoéd za caty rok, ceduje jednak na
reasekuratora taczng wartos¢ szkod z jednego, wybranego przez siebie ex post okresu
(oczywiscie wybierze najgorszy z nich). Jaki jest udziat sktadki reasekuracyjnej w
sktadce ubezpieczeniowej (obie sktadki policzone sa wedlug ich wartosci
oczekiwanej)?

(A)  45/120
(B)  49/120
(C) 53/120
(D) 57/120
(E) 61/120
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Zadanie 3.

Zmienna losowa X jest sumg trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
ztozonych Poisson z parametrami odpowiednio (44, F;), (4;, F,), oraz (43, F3).
Wartosci parametrow czestotliwosci A4, A,, A3, oraz dystrybuanty F,;, F,, F;, dane sg

wzorami:

i A Fi(x) Fi(x) Fi(x)
dla x <1 dla x € [1,2) dla x>2

1 3/2 0 8/10 1

2 1 0 6/10 1

3 1/2 0 4/10 1

Wobec tego Pr(X = 4) wynosi:

A L
|B) e
© e
O) e
€) e
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Zadanie 4.
Niech T, oznacza moment zaj$cia n-tej szkody, w procesie pojawiania si¢ szkod,
ktory startuje w momencie T, = 0. Poniewaz szkody numerujemy wedtug kolejnosci
zajscia, wobec tego zachodzi 0< 7, <7, <... .
Likwidacja n-tej szkody nastgpuje w momencie 7, + D, .
Zal6zmy, ze zmienne losowe Ty, Dy, (T, — T;),D,, (T35 — T,), D3, ... :

e sagniezalezne,

e maja taki sam rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej %%.
Niech N(t) oznacza liczbe szkéd zlikwidowanych do momentu t. Wobec tego
oczekiwana liczba szkod zlikwidowanych na odcinku czasu 1 < t < 2, a wigc

E[N(2) - N(1)]

Wynosi:

(A) 1975
(B) 1.957
(C) 1.935
(D) 1.910
(E) 1.883
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Zadanie 5.
Warunkowy rozktad warto$ci szkdd generowanych przez pojedyncze ryzyko z pewnej
populacji przy danej wartosci A parametru ryzyka A jest ztozonym rozktadem Poissona:

e zoczekiwang liczbg szkdd rowng A, oraz

e 7z warto$cig oczekiwang pojedynczej szkody réwng (a + bA), gdzie a > 0,

oraz b > —a.

Rozktad parametru ryzyka A w tej populacji jest rozktadem beta o gestosci danej na
przedziale (0, 1) wzorem:

falx) = %x“‘l(l — x)B~1, z dodatnimi warto$ciami parametrow a, .

Rozwazmy dwie miary $redniej szkody generowanej przez ryzyka z tej populacji.
e Miara M1 to po prostu bezwarunkowa oczekiwana warto$¢ szkody, ktorg
moze wygenerowac losowo dobrane ryzyko z tej populacji.
e Miara M2 zwigzana jest z sytuacja, kiedy losowo dobieramy z tej populacji n
ryzyk, ktore nastepnie generuja N,, szkod o tacznej wartosci S,,. Wtedy:
M2 = lim E(S—” N, >0)
Ny,

n—-oo

Wybierz zdanie poprawnie charakteryzujace relacje tych miar w powyzszym modelu
populacji.

(A) Ml iM2 sgréwne

(B) M1<M2

C) M1=M2

(D) M1<M2gdyb>0,zas M1 > M2gdyb <0

(E) M1>M2gdyb>0,zas M1 < M2gdyb <0
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Zadanie 6.
Rozwazamy proces nadwyzki z czasem dyskretnym postaci:

U,=u+c-n-S,, n=012,..

e gdzie S, =W, +W, +...+W, jest procesem o przyrostach niezaleznych, takich

ze:

o W, ~N(,u,02), c>>0

e nadwyzka poczatkowa U jest nieujemna, a $redni przyrost dodatni ¢ > .
Przyjmijmy, iz zalozenia powyzsze spetniaja dwa niezalezne procesy:

e proces U} nadwyzki ubezpieczyciela X, 0 parametrach (uX ,Cy My, 0% )

e proces U, nadwyzki ubezpieczyciela Y, 0 parametrach (uY ' Cy s Ly ,ayz);
Rozwaza si¢ polaczenie ubezpieczycieli X oraz Y w jedng firmg¢ S, co da w rezultacie
proces nadwyzki takze spetniajacy bazowe zalozenia, o parametrach:

° (U57C57/151O_sz =y +Uy,Cy +Cvuux+zuv’0>2<+‘7$)-

Niech teraz V¥,, ¥, oraz ¥, oznaczaja standardowe goérne oszacowania

(Lundberga) dla prawdopodobienstwa ruiny w procesach nadwyzki odpowiednio:
ubezpieczyciela X, ubezpieczyciela Y, oraz potaczonego ubezpieczyciela S.

Znajdz taka funkcje g(u,c, ,u,az) parametréow procesu nadwyzki, dla ktorej
nastgpujace nierownosci sg rownowazne:

{\Ps <\PX\PY}<:>{(g(uX’CXHuX’O->2( )_g(uvicwluv’o-\?))'(Rx _RY)<O}
A gwepo?)=u

B) g(u,c,u 02 =uc?

© gwepo?) =2

D)  g(uc,uo?) =4ER

o2

uc?

2y -2
(E) g(u,c,u,a )_ c—u
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Zadanie 7.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
U,=u+c-n-S,, n=012,..
gdzie S, =W, +W, +...+W, jest procesem o przyrostach i.i.d.
Wyznaczamy sktadke C za portfel ryzyk generujacy taczng warto$¢ szkod W
przyjmujac dla uproszczenia, iz prawdopodobienstwo ruiny ¢ spetlnia réwnosé
& =exp(—Ru), gdzie R to adjustment coefficient, zas u to nadwyzka poczatkowa.
Przyjmujemy, iz zmienna W posiada funkcje generujaca kumulanty, dodatnia
skos$nos¢ y,, , natomiast wyrazy wyzszych rzedow w rozwinigciu funkcji generujace;j
kumulanty sg pomijalne.
Przyjmujemy takze konkretne zalozenia liczbowe:

e nadwyzka poczatkowa jest rowna: U = gaw ,

e przyjety poziom bezpieczenstwa wynosi: & = exp(—3)
W rezultacie otrzymujemy formute sktadki:
C= E(W)+‘7W '(ao +a 'VW)-
Parametry a, oraz a, formuly wynosza:

(A (@ a) =3 o)
-9
o3
()

2

€ (2 a)=(3 =)

(B)  (ap, a1)

(D) (ap, a1)

(
(
(©) (ag a) =(
(
(



Matematyka ubezpieczen majatkowych 23.03.2015r.

Zadanie 8.
W klasycznym modelu procesu nadwyzki U (t) =u+ct—Sy

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S, = ZYi jest sumg wyptat,
i=1

proces N(t) 1 pojedyncze wyplaty Y,,Y,,Y;,... sa niezalezne.
Niech L oznacza maksymalng stratg, F,_ jej dystrybuante, za$ ‘P(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wiadomo, ze zachodzi:

F.(u)=1-¥(u)=Pr(vt>0 U(t)>0).

Zaldzmy, ze wyplaty Y, maja rozktad wykladniczy z wartoscig oczekiwana u, oraz iz

parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi ¢ =110%/u .

Wartos¢ funkcji ‘P(u) w punkcie u = E(L) + 1.645,/var (L) wynosi:

(A)  7.8%
(B) 7.1%
C) 6.3%
(D) 5.7%
(E) 5.2%
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Zadanie 9.
Liczby szkod N,,...N;,, N;; w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartosci parametru

Q =0, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwumianowym
z parametrami (1, q), a wigc przyjmujg warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem (@, za$
warto$¢ 0 z prawdopodobienstwem (1—q). Niech N =N, +...+ N,,. Parametr ryzyka
Q jest zmienng losowa o gesto$ci na przedziale (0,1) okre$lonej wzorem:

o fo(x)=4-1-x)°.
Warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby zachodzita nieréwnos$¢:

. var(N11|N1,..., Nlo)> var(Nll)
jest postaci:

A) N>0
B) N>1
C) N>2
D) N>3
E) N>4
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Zadanie 10.
W pewnej populacji kazde ryzyko charakteryzuje si¢ trzema parametrami g, b oraz v,
0 nastepujacym znaczeniu:
e parametr q to prawdopodobienstwo, ze do szkody dojdzie (moze zajs¢ co
najwyzej jedna szkoda),
e jesli juz do szkody dojdzie, to rozktad jej wartosci ma warto$¢ oczekiwang
réwng b i wariancje réwng b2v?.
Parametr v2 dla wszystkich ryzyk z populacji przyjmuje te samg warto$¢ rowna 1/5.
Niejednorodno$¢ populacji znajduje wyraz w zroznicowanych wartosciach
pozostatych dwoch parametrow. Wartosci parametrow (q,b) losowo dobranego ryzyka
z tej populacji to realizacja pary zmiennych losowych (Q,B), o ktorej wiemy, ze:
e E(Q) =01,
e var(Q) = 0.01,
e wvar(B) = [E(B)]%,
e zmienne Q i B sa niezalezne.
Niech W, oznacza taczng warto$¢ szkod z portfela liczacego n ryzyk niezaleznie
wylosowanych z tej populacji. Liczba n, dla ktorej zachodzi:

Jvar(Wy) 0.1

E(Wn)
WYnosi:

(A) 1400
(B) 1350
(C) 1300
(D) 1250
(E) 1200
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Egzamin dla Aktuariuszy z 23 marca 2015 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 D
2 B
3 E
4 E
5 D
6 C
7 A
8 B
9 C

10 A

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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