Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.06.2015.

Zadanie 1.
Niech zmienne losowe:

o Xepx=utaptpfrtek k=12,...,Korazt =1,2,..,T,
0znaczajg taczne wartosci szkod odpowiednio dla k-tego kontraktu w t-tym roku.
O sktadnikach naszych zmiennych zaktadamy, ze:

* W,aq,..,ak, P, .., Br to nieznane, ale stale (nielosowe) parametry, ktore
spetniaja nastgpujace zalozenia normujace:

o o+ tag=0, g+ +pr=0

® & jest jedynym losowym sktadnikiem zmiennej X, ,

e Wszystkie skladniki losowe (dla k=1,2,..,K oraz t=12,..,T) sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o zerowej wartosci oczekiwanej i takiej
samej, nieznanej wariancji a2,

Whioskowanie o nieznanych parametrach modelu u, a4, ..., ak, B4, ..., Br, 0% opieramy
na nastepujacych srednich z probki:

o X.= %Zlk(ﬂ Z?=1Xk,t’

o X.= %ZZ:le,t’ k=1.2,..K,

b X-t = %Zﬂ{:l Xk_t, t=1.2,..,T,
oraz na sumach kwadratow odchylen z probki:
= = = \2
o Se= I,§=1Z_{=1(X;&t—Xk.—X,t+X") ,
o Sa=YK_ (Xi.—X.)?
o SBp=Xl1(X—X.D?

Wybierz zdanie prawidtowo okres$lajace zwigzki miedzy zmiennymi losowymi Sa, S
oraz Se.

(A)  Zaleznosci wystepuja dla kazdej pary z trzech zmiennych Sa, Sf oraz Se

(B)  Sa oraz Sf sa zalezne, za$ S¢ jest niezalezna od kazdej z nich

©) Wszystkie trzy zmienne sg niezalezne

(D)  Seoraz SB sa zalezne, za$ Sa jest niezalezna od kazdej z nich

(E)  Sa oraz Se sa zalezne, za$ Sf8 jest niezalezna od kazdej z nich
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Zadanie 2.
Mamy dany ciag liczb {ql o P qn} z przedziatu (0,1). Rozwazmy dwie zmienne
losowe:
o Y orozkladzie dwumianowym i parametrach (n, q), gdzie g = lZqi
N5
o Z, ktorej warunkowy rozklad (przy danej wartosci Q) jest rozkladem
dwumianowym z parametrami (n,Q), za$ zmienna Q ma rozktad n-punktowy

taki, ze Pr(Q=q;) = 1 i=12..,n
n
Wariancje tych dwoch zmiennych zwigzane sg rownoscig:
n
var(Z) = var(Y) + aZ(qi - q)?
i=1

Stala a wystgpujaca w tej rdwnosci wynosi:

(A) n
B) n-1
© 1

O) ==
| ==
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Zadanie 3.

Pary zmiennych losowych (N;,X;) oraz (N, X,) sa niezalezne, i oznaczaj3
odpowiednio liczb¢ i warto$¢ szkod dla dwoch ryzyk. Warto§¢ szkéd w obu
przypadkach ma ztozony rozklad Poisson z parametrami odpowiednio (A, F;) oraz
(A5, F,). Oczekiwane liczby szkoéd A, A,, oraz dystrybuanty F;, F,, dane sg
wzorami:

L A Fi(x) Fy(x) Fy(x)
dla x <1 dla x € [1,2) dla x>2

1 3 0 7/10 1

2 1 0 3/10 1

Wobec tego E(N; + N,|X; + X, = 3) wynosi:

(A) 18/8

(B) 19/8
C) 20/8
(D) 21/8
(E) 22/8
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Zadanie 4.

Laczna wartos$¢ szkod X ma ztozony rozktad ujemny dwumianowy. Liczba szkéd ma
warto$¢ oczekiwang rowng 1/2 i wariancje réwng 2/3. Rozktad wartosci pojedynczej
szkody:

e mana przedziale (0, 5) gestos¢ dang wzorem f(x) = 0.25 — 0.03x,
e oraz w punkcie 5 mas¢ prawdopodobienstwa réwng 0.125.

Wariancja zmiennej X wynosi:

(A) 2 59><613
(B) 259><615
(C) 2 59><617
(D) 259><619
(E) 259><62 1
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Zadanie 5.
Rozwazamy zdyskontowang na moment poczatkowy warto$¢ sktadek pomniejszong o
warto$¢ szkod w klasycznym procesie nadwyzki ubezpieczyciela:

B(t):c%— D ep(=dT)Y, , gdzie:

kT, <t
ct jest suma sktadek ktore naptynelty do momentu t,
T.,Y, to moment wystapienia i warto$¢ biezaca k-tej szkody

Y, Y, Ys T, (T, —T,), (T, —T,),... sa niezalezne
T,(,-T,),(T,-T,),... maja rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 0.01
Y,.Y,,Y,,...maja rozktad o momentach réwnych: E(Y,)=1, E(le ) =3

0 = 6% to zaktadana przy dyskontowaniu intensywno$¢ oprocentowania

Dobierz stala c tak, aby wspotczynnik zmienno$ci (odchylenie standardowe
podzielone przez warto$¢ oczekiwang) zmiennej:

B()= 5 -2 O (0T )Y,

wyniost 1/4.

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)

106
100+ 4+/3

100+ 6+/2

112

100+12+/2
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Zadanie 6.
Kierowca, ktorego charakteryzuje warto$¢ q parametru ryzyka Q, zglasza szkody
(jedna lub wiecej) w ciagu roku z prawdopodobienstwem Q, za$ nie zglasza szkod z
prawdopodobienstwem p = 1 — q, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach sa
zdarzeniami niezaleznymi. Rozklad parametru ryzyka Q w populacji kierowcow jest
na przedziale (0, 1) dany gestoscia:
r
fol0) = mt B)
NG
Zaktadamy, ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikaja, nowi si¢ nie
pojawiajg). Kierowcy migruja pomiedzy klasami bardzo prostego, 4-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktory w danym roku zgtosit
jedng lub wiecej szkod, laduje w roku nastepnym w klasie pierwszej (z najwyzsza
sktadkg). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:
e Laduje w klasie drugiej, o ile w danym roku byt w klasie pierwszej;
e Laduje w klasie trzeciej, o ile w danym roku byt w klasie drugiej;
e Laduje w Kklasie czwartej, o ile w danym roku byt w klasie trzeciej lub
czwartej.
Wiadomo, ze rozklad prawdopodobienstwa na przestrzeni klas dla dowolnego
kierowcy w takim systemie bonus-malus stabilizuje si¢ (przestaje zaleze¢ od klasy
startowej) po uptywie kilku pierwszych lat. Oznaczmy przez p, wartos¢ oczekiwang
udzialu kierowcow przebywajacych w klasie czwartej w catkowitej liczebnosci
kierowcow w tej populacji, po osiggnigciu ww. stabilizacji.
Przyjmijmy, ze parametry (a, ) = (2,8). Wobec tego p, wynosi:

xa—l(l _ x)ﬁ—l

(A)  22/55
(B)  24/55
(C)  26/55
(D)  28/55
(E)  30/55
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Zadanie 7.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem ciggtym:
U(t) =u+ (c —du)t — S(t), gdzie:
e S(t) jest procesem o przyrostach i.i.d., o rozktadzie normalnym z wartoscig
oczekiwang rowng ut i wariancja ot,
e d to stopa dywidendy wyptacanej akcjonariuszom od kapitalu poczatkowego u
e (¢ — du) to intensywno$¢ naptywu sktadki pomniejszonej o wyptacang
dywidende
Podejmujemy rownoczesnie decyzje na temat pozadanego poziomu kapitatu
poczatkowego U oraz intensywnos$ci sktadki ¢. Wyznaczamy te parametry tak, aby
zachowa¢ konkurencyjny (jak najnizszy) poziom sktadki c, przy ograniczeniu, iz
prawdopodobienstwo ruiny nie moze przekroczy¢ z goéry zadanego poziomu .

Przy tych zalozeniach konkurencyjny poziom intensywno$ci sktadki wyraza si¢
wzorem.
c=u+ao
Jesli stopa dywidendy wynosi d = 6%, a dopuszczalne prawdopodobienstwo ruiny
Y = exp(—3), to parametr a formuty sktadki przyjmie wartos¢:

w =
®)
© =
© =
B =
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Zadanie 8.
Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W kazdym z portfeli pojedyncze
ryzyko generuje szkody zgodnie ze zlozonym procesem Poissona z taka sama
intensywnos$cig A . Portfele r6znig si¢ rozktadem warto$ci pojedynczej szkody i liczba
ryzyk w portfelu (n, i n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na sktadke¢ netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi 6. W rezultacie parametry modelu sg
nastepujace:
e 1 portfel:
intensywnos¢ taczna n A, rozkltad wartoéci pojedynczej szkody o gestosci

f (y) =2exp(-2y), sktadka za jedno ryzyko (1 + 0)% ;

e 2 portfel:
intensywno$¢ taczna n,A, rozklad wartosci pojedynczej szkody o gestosci

f(y)=5exp(-5Y), sktadka za jedno ryzyko (1+ 6’)% .

Jesli wiemy, ze funkcja prawdopodobienstwa ruiny ubezpieczyciela jest postaci:

2 1 5
Y(Uu)=—exp(—u)+—exp| ——=u|,
(@=2e00(-u)+ S oo -Su]
to wartosci parametrow modelu (9, k! ]wynoszq:
n,+n,
1 1
A =, =
o (53
1 2
B - £
(B) 3 21
1 1
C - =
(©) 3 21
2 2
D £ £
() 3 21
2 1
E =, =
o 39



Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.06.2015.

Zadanie 9.
Niech N oznacza liczbe szkdd zasztych w ciggu roku z pewnego ubezpieczenia, z
czego:
e M to liczba szkod zgltoszonych przed koncem tego roku,
e K to liczba szkod ktore zostang zgltoszone w ciggu lat nastgpnych,
e Zachodzi oczywiscie N = M + K.
Liczba szkdd zgtoszonych przed koncem roku:

o M=Z7,+27Z,+-+Zy,
jest sumg sktadnikéw, z ktorych kazdy przyjmuje warto$¢ jeden gdy dang szkodg
zgloszono w ciggu roku, za$ zero, gdy zgloszenie nastgpito pdzniej. Przyjmujemy, ze
zmienne losowe N,Z,,Z,,Z5,... sa niezalezne, oraz iz Z,,Z,,Zs, ... majg taki sam
rozktad:

e Pr(Z;=1)=1/2, Pr(Z;=0)=1/2.

Jesli teraz zalozymy, ze liczba szkod zasztych w ciggu roku ma rozktad dwumianowy
0 postaci:
_ _ 10 I\ /4\10-1 _
e N =m=(7)() () . n=012..10
to warunkowa warto$¢ oczekiwana E(K|M = 0) wyniesie:

A 1
(B) 109
©C) 43
(D) 5/3
(E) 2
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Zadanie 10.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U(t)=u +ct — S gdzie:
e U to nadwyzka poczatkowa
e cCt to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

n
e S = ZYi to taczna wartos$¢ szkod zasztych do momentu t,
i=1

e proces liczacy N(t) oraz wartosci poszczegolnych szkod VY,,Y,,Y;,... sa
niezalezne, przy czym:

o N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e warto$ci poszczegolnych szkdd Y,,Y,,Y;,... majg ten sam rozklad wyktadniczy

o wartosci oczekiwanej réwnej |
e c=@1+0)-4, 0>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
o L:=suplu-U(t)}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

o L=l+,+..+1, (L=0gdy N=0),
gdzie sktadnik |, jest zmienna okreslona w przypadku, gdy nadwyzka spadnie ponizej
u, 1 rowny jest wtedy:
e | =u-U(), gdzie t, jest tym momentem czasu, kiedy po raz pierwszy do
takiego spadku doszto.

Jesli 8=1/5, oraz u =3, to warunkowa warto$¢ oczekiwana liczby takich spadkow,
pod warunkiem Ze nastgpila ruina:

E(N|L > u)
Wynosi:
A 7
® 75
C) 8
(D) 8
E) 9

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 15 czerwca 2015 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 C
2 B
3 B
4 E
5 D
6 E
7 A
8 C
9 B

10 D

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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