Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.03.2008 r.

Zadanie 1.

Zmienna losowa N ma rozktad ujemny dwumianowy z parametrami (r, q) = (71, gj ,

23
7.5 k
tzn.: Pr(N = k): %(%J (%) , k=0,2,...

Niech k™ oznacza taka liczbe naturalna, ze:
k™ = inf{k : Pr(N = k)Z Pr(N =k +1)}

Liczba k™ wynosi:

(A) 12
(B) 13
C) 14
D) 15

(E) 16
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Zadanie 2.
Pewien system bonus-malus sktada si¢ tylko z dwoch klas. Wedrowka kierowcy
charakteryzujacego si¢ wartoscia  parametru ryzyka Q po przestrzeni klas {1, 2}

tworzy jednorodny taficuch Markowa o prawdopodobiefstwach przejs¢:
pf, =Pr(X(t+D= jjX(®)=i,Q=q) i=12 j=12

W klasie pierwszej przebywaja kierowcy ktorzy w poprzednim roku zglosili szkody
(jedna lub wigcej), zas§ w klasie drugiej (bonusowej) ci, ktérzy szkodd nie zglosili.
Wobec tego posta¢ macierzy prawdopodobienstw przejs¢ jest dla Q = q nastgpujaca:

S {q p} .
\ <= , gdzie p=1-q
{pﬁ,l p?,j q p

Rozktad parametru ryzyka Q w populacji kierowcow jest dwupunktowy:
Pr(Q = 0.2) =0.6 (podpopulacja dobrych kierowcow)
Pr(Q = 0.4) =04 (podpopulacja ztych kierowcow)

Rozwazmy bezwarunkowe (ze wzgledu na Q) prawdopodobienstwa przejsc¢:
p,(0):=Pr(X(t+D) = jX®)=i) i=12 j=12, t=01L2,..
Oczywiscie wartosci p; ;(0) zaleza od tego, w jakich proporcjach dobrzy i zli
kierowcy rozlokowani zostali pomig¢dzy klasy pierwsza i druga. Okazuje si¢ jednak,
ze dla t =1,2,3,... macierz prawdopodobienstw jest juz taka sama. Oblicz wartos¢ jej
lewego-gornego elementu, a wigc:
P, (1) dlat=123,...

7
A dlat=123,... t)y=—
(A) a p1,1() 25

(B) dlat=123,. pma):%

7
© dat=123.. p, (=5

11
(D) dla t = 152537-" pl,l (t) = g

7
(E) dat=123. p,0=_
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Zadanie 3.
Wartos$¢ oczekiwana szkod X z ryzyka jest funkcja parametru ® ktory charakteryzuje

podmiot na to ryzyko narazony, i wynosi E(X |®) = 0O . Rozklad parametru ® w

populacji dany jest na potosi dodatniej gegstoscia:

o fo(0) = 2{exp(-0) - exp(-20)}
Ubezpieczyciel nie rozroznia ryzyk lepszych od gorszych, ustali¢ wigc musi sktadke
rowna dla wszystkich. Musi si¢ jednak liczy¢ ze skutkami negatywnej selekcji.
Oznaczmy przez:

e U zmienna losowa przyjmujaca warto$¢ 1 jesli podmiot nabedzie

ubezpieczenie, za$ 0 jesli nie nabedzie;

o [ skladke¢ zaoferowana przez ubezpieczyciela.

Zatézmy, ze negatywna selekcja przejawia si¢ w tym, ze:

e PrU=10=06)= l—exp(—?_{—ej dla >0
Jesli ubezpieczyciel ustalil sktadke na poziomie IT =2, to oczekiwana wartos¢ szkod

dla przecigtnego podmiotu (sposrdd tych podmiotow ktore zawra ubezpieczenie), a
wiec:

E(XU =1),
wyniesie:
A) 2
19
(B) o
5
©) 3
21
(D) 17
11
(E) 5



Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.03.2008 r.

Zadanie 4.

Liczba szkod N przy danej wartoéci 4 parametru A charakteryzujacej kierowce ma
rozktad Poissona:

k
Pr(N =k|A =2)= %exp(—/i) , k=01.2,...

Rozktad parametru A w populacji kierowcow dany jest na potosi dodatniej gestoscia:
o f,(1)=81-4-exp(-94)
Mowa jednak o szkodach w ktorych sprawca i poszkodowany to ta sama osoba, a
wigc ubezpieczenie (AC) jest w tym wypadku dobrowolne. Niech:
e U oznacza zmienna losowa przyjmujaca wartos¢ 1 jesli kierowca nabedzie
ubezpieczenie, za$ 0 jesli nie nabedzie;
Zatozmy, ze:
e Pr(U=0A=2)=exp(-24) dla A>0

Informacja o kierowcy z poprzedniego roku moze brzmie¢ tak, ze:

¢ Nie nabyl ubezpieczenia

e Nabyl ubezpieczenie, i miat zero szkdd, jedna szkode, dwie szkody, ...
Stosunek warunkowych wartosci oczekiwanych:
E(AU =1,N =0)

E(Alu =0)
WYynosi:
(A) 1
31
(B) 0
41
©) 20
© 2
91
(E) 0



Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.03.2008 r.

Zadanie 5.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki:
U(t)=u+ct— S » gdzie:

e ctjest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A4,

n
e S = ZYi jest suma wartosci n pierwszych szkod
=1
e wartosci szkod V,,Y,,Y;,... sai.i.d, niezalezne od procesu N(t)

Warto$¢ pojedynczej szkody ma rozktad Pareto dany na poétosi dodatniej ggstoscia:

f(y) =2

(1+y)’
e za$§ nadwyzka poczatkowa 1 parametr intensywnosci sktadki wynosza:
e u=4, c=12, A1=1
Prawdopodobienstwo, ze do ruiny dojdzie w pierwszym z tych momentow czasu,
kiedy nadwyzka spadnie ponizej warto$ci poczatkowej, wynosi:

@ 5
® o
© -
o
®
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Zadanie 6.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
e U =u+c-n-§,, n=012.., S, =W +W,+..+W_,

gdzie zmienne W,,W,,W;,... sa niezalezne 1 maja ten sam rozklad dany na odcinku

(0,1) gestoscia:
fo (X) = 6X(1-X)
Jesli parametry procesu wynosza:

1
e U=0, c=—
2
to prawdopodobienstwo ruiny w horyzoncie dwoch okreséw czasu (a wige

prawdopodobienstwo zdarzenia, iz U, <0 lub U, < 0) wynosi:

@ 2
®
© 3
® 3
(E) 1—2
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Zadanie 7.
W procesie nadwyzki U(t) ¢ oznacza intensywno$¢ sktadki na jednostke czasu,

u=U(0) oznacza nadwyzke poczatkowa, za$ para (Tn,Yn) oznacza moment zajécia i
warto$¢ n-tej szkody. Oznaczmy przez AT,=T,-T _, czas oczekiwania na n-ta
szkodg (oczywiscie AT, =T,).
Przyjmujemy, Ze:

o AT,Y,,AT,.Y,,AT,,Y;,... saniezalezne,

e AT,,AT,,AT;,... maja ten sam rozklad (mowi¢ bedziemy o rozktadzie AT ),

e Y.,Y,,Y,,... maja ten sam rozktad (mowic¢ bgdziemy o rozkladzie Y).
Rozwazmy model 1, gdzie:

e AT ma rozklad wyktadniczy o wartoéci oczekiwanej 1,

e Y ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej £~';
oraz model 2, gdzie:

e AT ma rozklad Gamma z parametrami (2,1) o warto$ci oczekiwanej 247",

e Y marozklad Gamma z parametrami (2, p ) o warto$ci oczekiwanej 237;

Oznaczmy wspodiczynnik dopasowania oraz funkcje prawdopodobienstwa ruiny w
pierwszym modelu przez R, oraz ¥, (u), za$ w drugim przez R, oraz ¥, (u).

Zatézmy, ze ¢> A5
Sposrdod ponizszych zdan wybierz zdanie prawdziwe:

(A) R, =R, oraz UYO‘PI (U) <, (u)
(B) R, =R, oraz UYO‘PI (uy>Y,(u
©) R, >R, oraz UYO‘PI (u) <\, (u)
(D) R, <R, oraz U‘ZO‘PI (u)>Y,(u

(E)  Zadne z powyzszych zdan nie jest prawdziwe
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Zadanie 8.

Laczna wartos¢ szkéd X =Y, +...+Y, ma zlozony rozktad Poissona, gdzie rozktad
wartosci pojedynczej szkody Y jest okreslony na potosi nieujemnej, 1 ma dodatnie i
skofczone momenty zwykte pierwszych trzech rzgdow.

Przy powyzszych zalozeniach iloraz wspotczynnika skosnosci i wspolczynnika
zmienno$ci zmiennej X daje si¢ ograniczy¢ od dotlu. Efektywne ograniczenie to
najmniejsza liczba ¢” sposrod takich liczb ¢, ze dla dowolnego rozktadu zmiennej X
spetniajacego zatozenia zachodzi:

x>
X
gdzie y, to wspotczynnik skos$no$ci (stosunek trzeciego momentu centralnego do
sze$cianu odchylenia standardowego) a V, to stosunek odchylenia standardowego do

warto$ci oczekiwane;.

sl
(A) c =3
x_2
(B) c =3
©) c*=1
(D) c*=2
x_3
(E) c =3
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Zadanie 9. Nadwyzka ubezpieczyciela w wyniku rocznej dziatalno$ci wynosi:
e U, =(c+u)i+i)-w,
gdzie:
e W - oznacza taczna wartos¢ szkod wyptacanych na koniec roku
e - to zagregowana skladka za portfel ryzyk W, pobierana na poczatku roku
e U - to kapital poczatkowy, zabezpieczajacy ryzyko portfela W
e i-to stopa zwrotu z bezryzykownych papieréw wartosciowych, w ktore
zainwestowany jest przez okres roku kapitat zabezpieczajacy u i sktadka c
Zalézmy, ze W ma rozktad ciagly, dany dystrybuanta F, .

Ubezpieczyciel podejmuje decyzj¢ taczna o wysokosci potrzebnego kapitatu
poczatkowego U oraz sktadki c, kierujac si¢ nastepujacymi przestankami:
e EU,)=(+r

o Plr(U1 <§uj =&
4

gdzie:
e I >1i,tzn. oczekiwana stopa zwrotu jest wigksza od stopy zwrotu bez ryzyka,
e prawdopodobienstwo & utraty wigcej niz ¢wierci wylozonego kapitatu u jest
mate.

W rezultacie sktadka ¢ dana jest nastgpujacym wzorem:

) =] B (R (- 0)-EW)
®) o= EW)+ (R (1-2)-EW)

© c=L.(E<vv>+3*”“(5;'(1—5)—E(w>)]

) c=L.(E<vv>+*”ji(a;'u—e)—E(w))j

®  om i B R 0-0)- )
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Zadanie 10.
Mamy trzy zmienne losowe dotyczace szkody, do ktorej doszto w ciagu danego roku:

e T - czas zaj$cia szkody w ciagu tego roku kalendarzowego, o rozktadzie
jednostajnym na odcinku (0, 1),

e D - czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia szkody do momentu jej likwidacji, o
rozktadzie danym na odcinku (0, 2) gestoscia:

fo(x)=1-0.5x,

o Y —warto$¢ szkody.

Jednostka pomiaru czasu (tak dla zmiennej T, jak i dla zmiennej D) jest 1 rok.

e Zmienne T oraz D sa nawzajem niezalezne.

e Warto$¢ szkody nie zalezy od tego, kiedy do niej dojdzie, natomiast wystepuje
tendencja do szybkiej likwidacji matych szkod 1 dtuzej trwajacej likwidacji
duzych szkdd, co wyraza nastgpujace zatozenie:

E(Y|D,T)=E(Y|D)=10+D

Warunkowa oczekiwana warto$¢ szkody pod warunkiem, ze szkoda ta zostata
zlikwidowana w roku zaj$cia, a wigc:

E(/VT+D<1)
wynosi:
(A) 102
B) 105
€ 103
(D) 104
(B) 104

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 marca 2008 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 A
2 D
3 E
4 E
5 D
6 A
7 B
8 C
9 B

10 C

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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