Prawdopodobienstwo i statystyka 30.09.2013r.

Zadanie 1

Niech X, X,,..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie normalnym z warto$cig oczekiwang O i wariancja %, gdzie >0 jest

nieznanym parametrem. Zakladamy, ze parametr € ma rozklad a priori o gestosci

1 5302 e (
0(0) =155 exp(-p0) gdy 0>0
0 gdy <0

. . : : : 1
gdzie S >0 jest znane. Wyznaczamy bayesowski przedziat ufnosci dla parametru )

H(1<a|xJ:H(l>b|xj=O,OS,
% %

gdzie H(O|X) oznacza prawdopodobienstwo przy rozkladzie a posteriori, gdy

postaci [a,b], taki ze

zaobserwowana warto$¢ probki losowej jest rowna X = ()(1, Xoyeves X6) Tak otrzymany
przedziat jest réwny

_ . .
2B+ x5 2B+ %}
(A) i=1 , i=1
12,59 1,64
_ . R
2B+ x5 2B+ %
(B) i=1 ’ i=1
7,81 0,35
_ ] .
2B+ X 2B+ %
(C) i=1 , i=1
16,92 3,33
_ ] .
2B+ X 2B+ %
(D) i=1 , i=1
21,03 5,23
_ ] .
2B+ x5 2B+ %]
(E) i=1 , i=1
28,87 9,39
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Zadanie 2

Niech X, X,,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie Weibulla o funkcji gestosci

B {2&@9‘2 gdy x>0
fo(x) = )

0 w przeciwnymprzypadku
gdzie @ >0 jest nieznanym parametrem.
Rozwazamy dwa estymatory funkcji g(¢) = P{Q(X1 > 1) =e:
e T, , - estymator najwigkszej wiarogodnosci w oparciu o probg X, X,,..., X

{1 gdy x>1

0 w przeciwnymprzypadkl

n

e T,. :%Zn:l(xi >1), gdzie funkcja 1(x >1)=
i=1

Niech V, oznacza wariancj¢ asymptotyczng estymatora T, , i =12.

in?

Witedy stosunek \% jest rowny
2
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Zadanie 3

Niech N,Y,,Y,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi przy danym ©O=6.

Zmienne Y, i=12,..., maja warunkowe rozktady dwupunktowe

P(Y; =1|6)=0=1-P(Y, =0|6). Warunkowy rozklad zmiennej losowej N przy
danym ® =4 jest rozktadem ujemnym dwumianowym o funkcji prawdopodobienstwa
P(N=n|6)=(n+1)8*1-6)" dla n=0,1,2,.... Rozklad brzegowy zmiennej ® jest

rozktadem beta o gestosci

126° (1-6) gdy 0<(0)
f(0) = ] .
0 w przeciwnymprzypadku
Niech X, i=12,..., beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

rozkladzie wyktadniczym o wartosci oczekiwanej 1, niezaleznymi od zmiennych
N,Y,Y,,....
Niech
N N
S ;xi oy N>0 . o _ ?{ixi gdy N>0
0 gdy N=0 0 gdy N=0

Oblicz wspotczynnik kowariancji Cov(S,T).

A) 28
(B) 36
C) 16
(D) 08
(E) 44
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Zadanie 4

Zmienna losowa (X,Y) ma rozktad prawdopodobienstwa o funkcji gestosci

<]

f(x,y)= ) :

0 wprzeciwnymprzypadku
NiechU=Y-X i V=2Y+X.
Wtedy E(V |U =-2) jest rowna

—X

gdy O<y< X<+

A 5
| 1
© 3
(D) 4
E) 2
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Zadanie 5
Niech Z,,Z,,...,Z, begda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu o ggstosci

2
—— gdy x>0
f)=1@rxe 00
0 gdy x<0
Wtedy
E(Z,+Z,+...+Z,|min(Z,2,,....Z2,) =t),

gdzie t jest ustalong liczbg dodatnig, jest rowna

n+2t-1
2

(A)
(B) (2n-Dt+n-1
(C) nt+n-1

(D) (@n-Dt+n?-1

(n+Dt+n-1

(E) 5
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Zadanie 6

Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego
N(m,c%),aY,Y,,...,Y, niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego
N(m,,o?). Wszystkie zmienne sg niezalezne, a parametry m,,m,, & sg nieznane.
Testujemy hipotez¢ H : m, =m, przy alternatywie K: m, = m,. Hipotezg¢ H
odrzucamy, gdy spelniona jest nierowno$¢
[ X =Y |
S
I - 1&,, . 18 2
gdzie X ==X, Y ==Y, i 2= (X, -V, ).
93 93 93
Wyznacz c tak, aby rozmiar testu byt rowny 0,05.

>C,

A) 0,754
(B) 0,399
(C) 0,787
(D) 0,632
(E) 0,547
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Zadanie 7

Rzucono niezaleznie 16 razy symetryczng monetg. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
uzyskano mniej niz 6 serii, je$li wiadomo, ze uzyskano 10 ortow i 6 reszek.

(I
® o
©
©
®

Uwaga. Serig nazywamy ciag elementow jednego typu, przed i za ktorym wystepuje
element drugiego typu, na przyktad w ciggu : aaabbbbaabbbbba jest 5 serii (3 serie
elementow typu a i 2 serie elementow typu b).
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Zadanie 8

Niech X, X,,..., X,
rozktadzie jednostajnym na przedziale (a,b), gdzie a,b sa nieznanei a<b.
Rozwazamy rozstep rowny

T=max{ X, X,,..., X }—min{X,, X,,..., X }

jako estymator dlugos$ci przedzialu b—a. Blad $redniokwadratowy tego estymatora,
czyli E, (T -b+ a), jest rowny

beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

A) 2n(b2— a)
(n+D)°(n+2)
®) 4(b-a)
(n+)(n+2)
©) 2(3n+42)(b—a)
(n+D)°(n+2)
D) 2(2n +12)(b —a)?
(n+D)°(n+2)
) 6(b—a)
(n+)(n+2)
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Zadanie 9

Niech Y,,Y,,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienna Y,,
i=12,...,n, ma rozktad logarytmiczno-normalny LN(bx, 1), gdzie X,X,,...,X, sa
znanymi liczbami, a b jest nieznanym parametrem. Zatozmy, ze » x? =9, > x =1.

i=1 i=1
Testem jednostajnie najmocniejszym na poziomie istotno$ci 0,01 weryfikujemy
hipotez¢ H,:b=1 przy alternatywie H,:b>1. Wtedy prawdopodobienstwo btedu
drugiego rodzaju przy alternatywie b =2 jest rowne

(A) 0,16
(B) 0,35
(C) 025
(D) 0,01

(E) 0,09
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Zadanie 10

Niech X, X,,..., X, bedzie probka z rozktadu wyktadniczego o gestosci okreslonej
dla x>0 wzorem:

f(X) =1 exp(—4X).

Nie obserwujemy doktadnych wartosci zmiennych X, tylko wartosci zaokrgglone w
gore do najblizszej liczby catkowitej. Innymi stowy, dane sg warto$ci zmiennych
losowych Z,,7,,...,Z., gdzie

Z = |_Xi —‘
(symbol ]_a—\ oznacza najmniejsza liczbg catkowita k taka, ze a <k).

Niech S :Zn:Zi .
i=1

Oblicz estymator najwigkszej wiarogodnosci A nieznanego parametru A oparty na
obserwacjach 7,,7,,...,Z, .

(A) A= |n(§- )
n

N
~ [n

© i-| 1]
©) i=>
n

A n
(E) ﬂ:—ln(l—gJ
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" Oceniane sa wyltacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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