Prawdopodobienstwo i statystyka 25.03.2013r.

Zadanie 1

W urnie znajdujg si¢ kule, z ktorych kazda jest oznaczona jedna z liter alfabetu:

e 10 kul oznaczonych literg A,

e 20 kul oznaczonych literg B,

e 30 kul oznaczonych literg C,

e X kul oznaczonych innymi literami alfabetu.

Losujemy bez zwracania 9 kul z urny. Zmienne losowe N,,N;,N. oznaczaja,

odpowiednio, liczbe wylosowanych kul z literami A,B,C.
Jakie musi by¢ X, aby zmienne losowe N,+N; oraz N;+N. byly

nieskorelowane?
(A) x=20
(B) x=24
(C) x=15
(D) x=12

(E) x=9
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Zadanie 2

Niech X,, X,, X5, X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienna
losowa X, ma rozktad o warto$ci oczekiwanej m i wariancji im?, i=1,2,3,4, gdzie

o

m=0 jest nieznanym parametrem. Niech m oznacza estymator parametru m
minimalizujacy btad sredniokwadratowy w klasie estymatorow postaci
QX +a, X, +a,X;+3,X,,
gdzie wspolczynniki & € R,1=12,3/4.
Witedy E_(h—m)? jest réwne
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Zadanie 3

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 0,5, a zmienna
losowa Y rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 1. Obie zmienne sg niezalezne.
Oblicz mediang rozktadu warunkowego Med(X | X +Y =3).
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Zadanie 4

Dysponujemy dwiema urnami. W urnie | mamy jedna kul¢ bialg i jedng czarna, w
urnie II mamy dwie kule biale i jedna czarng. Powtarzamy n razy eksperyment
polegajacy na tym, ze losujemy jedna kul¢ z urny I, nie ogladajac jej wkladamy ja do
urny II, nastgpnie losujemy jedna kule z urny II i nie ogladajac jej wktadamy ja do
urny I. Niech X, oznacza zmienng losowa rowna liczbie kul biatych w urnie I po n

do$wiadczeniach. Wtedy lim E(X X, ;) jest rowna
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Zadanie 5

Niech X;, X,,..., X .., beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienne
losowe X, i=12,...m maja rozktad Weibulla o ggstosci

9 -0/ %
£ () = me Vx gdy x>0
0 gdy x<0
a X,,i=m+1m+2,...,m+n sa zmiennymi losowymi o rozktadzie Weibulla o
gestosci
0

g2 x>0
0,00=17x"  W*°
0 gdy x<0

gdzie € >0 jest nieznanym parametrem. Na podstawie proby losowe;j

X, Xy,eo0 X i testem jednostajnie najmocniejszym, na poziomie istotnosci 0,05,
weryfikujemy hipotez¢ H,:6 =1przy alternatywie H,:0>1.Przy m=6 in=4
moc testu dla alternatywy 6 =2 jest rowna

(A) 08915
(B)  0,6430
(C) 07351
(D) 0,9994
(E) 0,4584
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Zadanie 6

Niech X, bedzie zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0,1), X,
zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0, Xl), X, zmienng losowa

o rozkladzie jednostajnym na przedziale (O,Xz) i tak dalej. Niech N oznacza

zmienng losowa, takg ze
n

nl(e*—1)
gdzie A>0 jest ustalong liczbg. Zmienna N  jest niezalezna od zmiennych
X, Xy Xgre .

Wtedy E(NIX,-X,-...-X) jestréwna

P(N=n)=

gdy n=123,...,

et -1-2
A Ae* 1)
(B) e*+1

A€t —1-2)
© et —1
D) 1
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Zadanie 7

Zmienna losowa (X,Y,Z) ma rozklad normalny z wartosciag oczekiwang
EX =0, EY = EZ =1i macierza kowariancji
110

Obliczyé Var(X (Y +2)).

A) 12
(B) 13
(C) 16
(D) 17
(E) 18
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Zadanie 8

Rozwazamy proces autoregresji postaci
Xi=pX+¢& t=12..T,

gdzie zmienne &, sa niezalezne o tym samym rozkladzie normalnym o wartosci
oczekiwanej 0 i wariancji 1, X, jest ustalonym znanym parametrem, peR jest
nieznanym parametrem. Zaktadamy, ze p ma rozktad a priori réwny rozktadowi
normalnemu o wartosci oczekiwanej 0,5 i wariancji 0,25. Zmienne p i ¢,
t=12,...,T saniezalezne. Wyznacz estymator bayesowski parametru o na podstawie
proby X, X,,..., X; przy kwadratowej funkcji straty.
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Zadanie 9

Niech X, X,,..., X
rozktadzie Laplace’a o gestosci
f,(x) =exp(-2x—¢]) dla xeR,

gdzie @ jest nieznanym parametrem rzeczywistym. Rozwazamy estymator 6
parametru € rowny medianie z proby X, X,,..., X,
0= X500 -
W oparciu o ten estymator budujemy przedziat ufnosci dla parametru 6 postaci
(6-a,6+a),
gdzie a dobrane jest tak, aby dla kazdego 6 € R
lim P,(0 < (0-a,6+a))=095.

N—>-+00

beda niezaleznymi zmiennymi losowymi 0 tym samym

n

Wtedy a jest rowne
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Zadanie 10

Niech N bedzie zmienng losowg o rozktadzie uyjemnym dwumianowym takim, ze

P(N:n):(n+1)[%j Gjn dla n=012,...,

za§ X, X,,...X,,... beda zmiennymi losowymi niezaleznymi od N i od siebie
nawzajem. Zaktadamy, ze kazda ze zmiennych X, ma rozktad Bernoulli’ego:
P(X,=D)=p i P(X,=0)=q,gdzie p+g=1, 0< p<1.

N
Niech N, = ;Xi gy N>0 4 N —N-N,.

0 gdy N=0
Wtedy E{ N, } jest rowna
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Egzamin dla Aktuariuszy z 25 marca 2013 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi®

Imi€ 1 NAZWISKO © ..evvveiiiieiieeeeeeeee e

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 C
2 E
3 D
4 A
5 B
6 A
7 D
8 B
9 C

10 D

" Oceniane sa wyltacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.

* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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