Matematyka ubezpieczen majatkowych 28.09.2015.

Zadanie 1.

Niech N, N,, ... oznaczaja liczby szkdd, ktore zdarzyty si¢ w kolejnych latach, poczawszy
od roku nr. 1 (przedtem szkod nie bylo). Zakladamy, Ze sg to niezalezne zmienne losowe o
jednakowym rozktadzie Poissona o warto$ci oczekiwanej A .Kazda ze szkdd, ktora zdarzyta
sie w roku i-tym, zostaje zgtoszona w roku i+ D, gdzie opdznienie D jest zmienng losowg o
wartosciach 0, 1, 2, ... .

Zaktadamy, Zze zmienne losowe opisujgce opdznienie sg dla wszystkich szkdd niezalezne i
majg jednakowy rozktad prawdopodobienstwa, o ktorym wiemy ze:

. Pr(D > n) > 0 dla dowolnego n (nie istnieje ,,maksymalne mozliwe opdznienie™)
e [im Pr(D > n) = 0 (kazda szkoda w koncu kiedys zostanie zgloszona)

n—oo

Niech Z,, Z,, ... 0znaczaja liczby szkod zgtoszonych w kolejnych latach.

Dladowolnych Z;, Z;, gdzie i=12,..., j=L12,.., i#] prawdajest, ze:
(A)  E(Z,)=VAR(Z,)<4 i cov(z,z,)=0
(B) VAR(Z,)<E(z,)<4 i cov(z,z,)=0
C) E(z)=VAR(Z,)<A i cov(z,z,)>0
(D) E(Z))<VAR(Z,)<A i cov(z,z;)<0
(E) E(Z)<VAR(Z)=4 i cov(z,z,)=0
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Zadanie 2.
Y., Yy, ..., Y, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na
przedziale [O, 1]. N jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona z parametrem
czestotliwosci A, niezalezng od zmiennych Y; . Niech:
M _{max{Yl,Yz,...,YN} gdy N>0

0 gdy N=0

Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(N|M ) WYNOsi:

A-M gdy M>0
(A) {0
gdy M =0

B) 1+A-M

1+2-M gdy M>0
©) + gay >

0 gdy M =0

(D) e

A-M
() e gdy M>0

0 gdy M=0
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Zadanie 3.

Niech przy danej warto$ci parametru A tgczna wartosé szkod w portfelu liczacym n
ryzyk:

S()=Y, +...+ Yy

ma ztozony rozktad Poissona o czgstotliwosci rownej n- A i rozktadzie pojedynczego
sktadnika o parametrach:

E(Y)=u

VAR(Y )= 12,

Parametr A rozktadu ilosci szkod N(n) pochodzi z rozkladu zmiennej losowej A, 0
ktérym wiemy, ze:

E(A)=L

VAR(A)= A?

Kwadrat wspotczynnika zmiennosci zmiennej S(n), to znaczy iloraz:

VAR(S(n))

[E(S()F

Dany jest wzorem:
A) 2-L+A?
n-L?
2Le A
® o
242 A
© 0
L+ A?
D
(D) .
Liinw
® o
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Zadanie 4.

Laczna warto$¢ szkod w portfelu liczacym n ryzyk:

S()=Y, +...+ Yy,

ma ztozony rozktad Poissona o czg¢stotliwosci rownej 0.1-n i rozktadzie
pojedynczego sktadnika o dystrybuancie:

FY (y) — 1_ e4).Oly )

Niech teraz zmienna R(n) oznacza laczng warto$¢ nadwyzek kazdej ze szkoéd ponad
warto$¢ 100, pokrywang przez reasekuratora:

R(n)=max{(Y, ~100), O}+...+max{(Yy, —100) Of

Kwadrat wspotczynnika zmiennos$ci zmiennej R(n), to znaczy iloraz:
VAR(R(n))

[ERMO)F

Dany jest wzorem:
-1
A 205
n
-1
® 2.5
n
=
© 10.-°-
n
O®) 10.%
n
€ 202
n
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Zadanie 5.

Pewne ryzyko generuje szkody zgodnie z procesem Poissona z czestotliwoscig A =1
rocznie. Warto$ci poszczeg6élnych szkod sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie:

Warto$¢ szkody 1 2 3 4

prawdopodobienstwo 0.48 0.24 0.16 0.12

Niech X oznacza taczng warto$¢ szkod w okresie 25 miesiecy (doktadnie: dwadziescia
pie¢ dwunastych roku).
Pr(X <5) wynosi:

(A) 48-ep(-24
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Zadanie 6.
Kierowca, ktorego charakteryzuje warto$¢ q parametru ryzyka Q, zglasza szkody
(jedna lub wiecej) w ciagu roku z prawdopodobienstwem Q, za$ nie zglasza szkod z
prawdopodobienstwem p = 1 — q, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach sa
zdarzeniami niezaleznymi. Rozklad parametru ryzyka Q w populacji kierowcow jest
na przedziale (0, 1) dany gestoscia:
r
fol0) = mt B)
NG
Zaktadamy, ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikaja, nowi si¢ nie
pojawiajg). Kierowcy migruja pomiedzy klasami bardzo prostego, 4-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktory w danym roku zgtosit
jedng lub wiecej szkod, laduje w roku nastepnym w klasie pierwszej (z najwyzsza
sktadkg). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:
e Laduje w klasie 2, 0 ile w danym roku byt w klasie 1;
e Laduje w klasie 3, o ile w danym roku byt w klasie 2;
e Laduje w klasie 4, o ile w danym roku byt w klasie 3 lub 4.
Wiadomo, ze rozktad prawdopodobienstwa na przestrzeni klas dla dowolnego
kierowcy w takim systemie bonus-malus stabilizuje si¢ (przestaje zaleze¢ od klasy
startowej) po uptywie kilku pierwszych lat.
Zatézmy, ze po osiagnieciu tej stabilizacji frakcje kierowcoéw przebywajacych w
klasach 1,2,3,4 wynoszg odpowiednio: 1/5, 2/15, 2/21, 4/7.
Prawdopodobienstwo warunkowe wygenerowania szkody w ciggu roku przez
kierowce, ktory przebywa w tym roku w klasie 4, (po osiagni¢ciu przez system ww.
stabilizacji) wynosi:

xa—l(l _ x)ﬁ—l

A 1/5
B) 1/6
© 177
(D) 2/15
E) 1/8
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Zadanie 7.
Rozwazmy proces nadwyzki ubezpieczyciela z kontrolg wyptacalnosci raz do roku:
U,=u+c-n-S,,
gdzie:
n
S, =>W,,
i=1
W,,W,, ... sa flacznymi warto$ciami szkdd za rok pierwszy, drugi,... .
W; to niezalezne zmienne losowe o identycznym rozkladzie Gamma o wartosci
oczekiwanej rownej 3 i wariancji rownej takze 3.

Roczna sktadka wynosi: c=In64.
Wspotczynnik przystosowania (adjustment coefficient) R dla tego procesu wynosi:

(A) 0667
(B) 0586
(C) 0500
(D) 0.442
(E)  0.333
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Zadanie 8.

Rozwazamy klasyczny model nadwyzki ubezpieczyciela:

o U(t)=u+ct— ngl) Yy, gdzie:

e U to nadwyzka poczatkowa,

e Cto intensywno$¢ sktadki

Y;, Y5, Y3, ... to zmienne losowe i.i.d. reprezentujace wartosci kolejnych szkod
N (t) to poissonowski proces zliczajacy pojawiajace si¢ szkody, niezalezny od
ich wartosci Y3, Y,, Y3, ..., 0 intensywnosci rownej A.

Rozktad wartosci pojedynczej szkody dany jest na potosi dodatniej gestoscia:

f(x) = %(10 exp (— %x) + exp (—%x))

za$ warto$ci parametréw procesu wynosza ¢ = 600, 4 = 100.
Przy przyjetych zalozeniach prawdopodobienstwo ruiny jako funkcja nadwyzki
poczatkowe] wyraza si¢ wzorem:

Y(u) = a, exp(—ru) + a, exp(—ru)
Zadanie znalezienia parametrow tego wzoru czeSciowo zostalo juz wykonane.
Okazalo si¢ mianowicie, ze y = 1/24, za$ r, = 1/6. Znajdz warto$ci pozostatych
parametréw, i podaj wynik w odniesieniu do a,.

(A  a,=1/9

(B) a, =2/27
C) a,=1/18
(D) a, =1/27

(E) a,=1/36
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Zadanie 9.
W pewnym rodzaju ubezpieczenia kazda polisa generuje szkode (co najwyzej jedng) z
takim samym prawdopodobienstwem. Jesli do szkody dojdzie, jej warto$¢ Y - przy
danej wartos$ci f parametru ryzyka B — jest dodatnia zmienna losowa o gestosci
wyktadniczej:

fY\B:ﬂ (y) =p-e’.

Populacja polis charakteryzuje si¢ jednak duzym zréznicowaniem parametru ryzyka

B. Jesli przyjmiemy, iz rozktad tego parametru w populacji polis ma na p6tosi
dodatniej gestos¢ gamma postaci:

Os (ﬁ ) = ﬂe_ﬁ )
to dla losowo dobranego ryzyka z populacji, warunkowa warto$¢ oczekiwana szkody
(pod warunkiem ze do niej dojdzie) wyniesie:

A 1
® 3
© 2
D) 3
E) o
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Zadanie 10.

Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest ztozonym procesem Poissona, w ktorym & to
stosunkowy narzut bezpieczenstwa na skladke netto (dodatni), L to maksymalna
catkowita strata, a [; to wartos¢, o ktorg nadwyzka spada po raz pierwszy ponizej
poziomu wyjsciowego (o ile do takiego spadku dochodzi). Oczywiscie zachodzi
L=1;+--+ 1y, gdzie N to liczba spadkow procesu nadwyzki ponizej dotychczas
osiggnig¢tego minimum.

Jezeli l; ma rozktad o gestosci rownej:

dla0<x<2
dla2<x<4
dla pozostatych x

o ol wl=

to funkcja generujgca momenty M, (r) dla r nierbwnego zeru wynosi:

(A) 1 9.1r 2r 2r
+rl+6)—ze”(e” +1)
(B) 1 9.1r 2r 2r
+r(l+6)—ge” (e -1)
(C) 1 3.0ir2r 2r
+3r(l+0)—5e” (™ +1)
©) LS.
rd+6)—ze“ (e’ -1
() O-r

r(l+60)-1e’ (e* +1)

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 28 wrze$nia 2015 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 C
3 B
4 E
5 D
6 E
7 C
8 D
9 A

10 C

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.

11



