Matematyka ubezpieczen majatkowych 7.03.2016r.

Zadanie 1.
Wiadomo, ze zmienne losowe N;, N, sa niezalezne, 1 maja rozklady okreslone na

zbiorze liczb catkowitych nieujemnych, spetniajace zaleznosci rekurencyjne:

Pr(N, =k) = [%+2—ij-Pr(N1 —k-1), k=123,..

Pr(N, = k) = [%+2—1kj Pr(N, =k—1), k=123,.

Wobec tego Pr(N, + N, =5) wynosi:
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Zadanie 2.
Y; 1Y, to dwie niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie Pareto o
dystrybuancie danej na pétosi dodatniej wzorem:
v a
FO)=1-(55) .
Gdzie warto$¢ parametru ksztattu wynosi @ = 2, za$ parametr skali v jest liczbg
dodatnia.
Przyjmijmy oznaczenia:
M = max{Y,,Y,},
S=Y,+Y,.
Udziatl wartosci oczekiwanej wigkszej z tych zmiennych w wartosci oczekiwanej ich

. EM .
sumy, a wige —, Wynosi:

3

(A)
® 2
©
o) =
® =



Matematyka ubezpieczen majatkowych 7.03.2016r.

Zadanie 3.
Kazdej jednostce z pewnej populacji przydarzajg si¢ szkody zgodnie z procesem
Poissona, przy czym intensywno$¢ A (rocznie) charakteryzujaca pojedyncza
jednostke jest w przekroju tej populacji zréznicowana. Znamy pierwsze trzy momenty
rozktadu parametru ryzyka A w tej populacji:
En=2, BA?)=2, p(a)=2L.

7 49 343
Niech N oznacza liczbe szkod wygenerowang przez (losowo wybrang z tej populacji)
jednostke w ciggu roku. Wspotczynnik skosnosci zmiennej N wynosi:
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Zadanie 4.
Niech:

¢ N oznacza liczbe roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,.,T oznacza czas, jaki uplywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego, przy czym numeracja roszczen od
1-go do N-tego jest catkowicie przypadkowa (porzadek liczb T,,T,,...,T,, jest
losowy)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T,,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,,T,,... maja identyczny rozktad wyktadniczy o ggstosci danej

dla dodatnich t wzorem:  f(t) = (2/3)%In(3/2)
przy czym jednostkg pomiaru czasu jest miesigc
e zmienna losowa N ma rozktad ucigty Poissona o funkcji prawdopodobienstwa:

k
Pr(N = k) =820 k=123,

Niech A oznacza zdarzenie, iz w ciggu pierwszego miesigca od zaj$cia wypadku
zgloszono doktadnie jedno roszczenie, a wigc iz doktadnie jedna liczba ze zbioru liczb
{Tl,T2 N I }, jest mniejsza lub rowna 1.

Prawdopodobienstwo, ze z tego wypadku pojawig si¢ jeszcze nastepne roszczenia:
Pr(N >1A)
Z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0427
(B) 0.370
(C) 0303
(D)  0.256
(E) 0213
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Zadanie 5.

Zmienna losowa X jest sumg trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
ztozonych Poissona. Rozktady te r6znig si¢ zard6wno parametrem czestotliwosci szkdd,
jak 1 rozktadem wartosci pojedynczej szkody. W kazdym jednak przypadku warto$¢
pojedynczej szkody moze wynie$¢ jedynie 1, 2 lub 3. Parametry tych rozkladow
podane sg w ponizszej tabeli, w ktorej Y symbolizuje zmienng reprezentujaca wartosé

pojedynczej szkody.
?:;Ei;u czestotliwos¢ Pr(Y =1) Pr(Y = 2) Pr(Y = 3)
1 2/3 1/2 0 1/2
2 2/3 1/2 1/2 0
3 5/3 8/10 1/10 1/10

Przy tych zatozeniach parametr a wzoru:
Pr(X = 3) = aexp(—3)
WYNOSi:

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)

17/6
16/6
15/6
14/6

13/6
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Zadanie 6.
Kazdy kierowca z pewnej populacji zglasza szkody zgodnie z procesem Poissona,
przy czym intensywnos$¢ A (rocznie) charakteryzujgca pojedynczego kierowce jest w
przekroju tej populacji zroznicowana. Populacja jest zamknigta, a kierowcy migruja
pomiedzy trzema klasami bardzo prostego systemu bonus-malus. W systemie tym
kazdy kierowca, ktéry w danym roku zglosit jedng lub wigcej szkdd, laduje w roku
nastepnym w klasie pierwszej (z najwyzszg sktadky). Jesli jednak nie zgtosil zadnej
szkody, wtedy:

e Laduje w klasie 2, 0 ile w danym roku byt w klasie 1;

e Laduje w klasie 3, o ile w danym roku byl w klasie 2.

Rozktad warto$ci parametru A w przekroju populacji jest rozkladem gamma o
gestosci danej na potosi dodatniej wzorem:

e f(x)= %x“‘lexp(—ﬁx), z parametrami rownymi  (a, 8) = (2,6).
W celu skalkulowania sktadki adekwatnej dla osob przebywajacych w klasie drugiej
liczymy warunkowg warto$¢ oczekiwang:

e E(N3|N; > 0,N, = 0),
gdzie N to liczba szkod ktore zostang zgloszone w roku nadchodzacym, za§ N, oraz
N; to odpowiednio liczba szk6d w roku uptywajacym oraz rok wczesniej, a wszystkie
trzy liczby dotycza losowo dobranego kierowcy z tej populacji.
Owa warunkowa warto$¢ oczekiwana wynosi:

(A)  143/420
(B)  153/420
(C)  156/420
(D)  162/420

(E)  169/420
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa:
Ut) = ct — YOy, gdzie:

e Ctjest sumg sktadek zgromadzonych do momentu t,

e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4,

e wartosci szkod Y3, Y5, Y3 sg i.i.d, niezalezne od procesu N (t).
O rozktadzie wartosci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:

e Pr(¥;€[0,10]) =1

e E(V})=4
Wiemy tez, ze ¢ > 4A.
Interesuje nas warunkowa warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny, pod
warunkiem ze do ruiny dojdzie. Informacje sg nazbyt skape, aby ja wyznaczy¢, mozna
jednak okres$li¢ przedziat, ktory zawiera wszystkie jej mozliwe wartosci, 1
roéwnoczesnie nie zawiera nic ponadto. Ten przedziat to:

(A [0,5]
(B) [0,10]
©) [25]
(D) [2,10]
(E) [410]
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Zadanie 8.

Rozwazamy proces nadwyzki z czasem dyskretnym postaci:

U,=u+c-n-S,, n=012,..

gdzie S, =W, +W,+..+W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o
identycznym rozkladzie takim, ze Pr(W >0)=1. Zatézmy, ze ¢ < E(W )< o0, wobec
czego ruina jest pewna. Niech:

T(u)=inf{n: ne{0L2,..}, U, <0} oznacza czas ruiny, za$ E(T(u)) oczekiwany
czas ruiny. Oczywiscie dla ujemnych wartosci U zachodzi E(T (u )) =0.

Ktora z ponizszych tozsamosci catkowych spetniona jest przez funkcje E(T (u )) dla
nieujemnych warto$ci u?

Ry (u+c)+ J:m E(T(u+c—x))dR, (x)
J. E(T(u+c—x))dF, (x)
1+

A)  E(T()=1
B) E(T()

(©)  E(T(u)=1+[""E(T(u+c-x)R,(x)
(D) ET(u)=1-F,(u+c)+F, (u+c)-J. "E(T (u+c—x))dF, (%)
(E) E(T(u)=1-F,(u+c)+F,(u+c) J' L+ ET (u+c—x)F, (x)
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Zadanie 9.
Laczna wartos$¢ szkod:

o X=Y+Y,+...+Yy, (X=0gdy N=0)

ma przy danej wartosci A parametru ryzyka A warunkowy rozktad ztozony Poissona
o oczekiwanej licznie szkod réwnej A oraz rozkltadzie wartosci pojedynczej szkody
danym dla x>0 dystrybuanta:

* R =1-ep(-a-ep(bl)-x)
Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozktad Gamma(a, ,B), 0
gestosci:

f(x) =D xexp(~fx).

I'(a)
Przyjmijmy warto$ci parametréw zadania rowne:
e a= 1 ,b=2

11
e a=4, =10
Wobec tego iloraz:
. E(X)
E(N)-E(Y)
WYNOSi:
A 1
11
B -
® 5
10
C =
©
10
D =
® 5
9
E =
®
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Zadanie 10.

Modelujemy przebiegajacy w czasie proces $ciggania naleznosci regresowych przez
ubezpieczyciela. Niech T oznacza zmienng losowa o rozktadzie:

e ciaglym na przedziale (O,+oo)

e 7z pewng, by¢ moze dodatnig masg prawdopodobienstwa w punkcie + oo,
reprezentujgcg czas S$ciggnigcia nalezno$ci regresowej (liczony od momentu
powstania prawa do regresu). Niech f., F; oraz h, oznaczaja odpowiednio funkcje

gestosci, dystrybuante oraz funkcje hazardu zmiennej T. Dystrybuancie oraz funkcji
hazardu nadajemy nast¢pujaca interpretacje:

t
e F(t)= j f.(s)ds to wskaznik $ciggalnosci do czasu t (oczywiscie F;(0)=0)
0

e IlimF (t) = Pr(T < oo) to wskaznik $ciggalno$ci ostatecznej,

t—oo

fo(t . . . . .
e N (t) = #(zt) dla t >0 to nat¢zenie procesu Sciggania (gestos¢ Sciggania
- T
naleznosci, ktore do momentu t pozostaja jeszcze nie $ciggnigte)

Zatézmy, ze natgzenie procesu $ciggania dane jest funkcja hazardu okre$long na
polosi dodatniej nastepujaco:
2
h (1) ="
(4+t1)
Wtedy wskaznik $ciggalnosci ostatecznej wynosi:

A 1
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Egzamin dla Aktuariuszy z 7 marca 2016 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 B
2 B
3 E
4 B
5 A
6 E
7 C
8 C
9 D

10 A

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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