Matematyka ubezpieczen majatkowych 6.04.2009 r.

Zadanie 1.

Niech N oznacza liczbg szkod zasztych w ciagu roku z pewnego ubezpieczenia, z
czego:

e M to liczba szkod zgloszonych przed koncem tego roku

o Kto liczba szkod ktore zostana zgloszone w ciagu nastgpnego roku.
Oczywiscie zachodzi N =M + K .

Wiadomo, ze zmienne M oraz K sa warunkowo (przy ustalonej warto$ci parametru
ryzyka A) niezalezne i maja rozklady Poissona z parametrami odpowiednio:

e AQ-zmienna M,

e Ap-zmiennaK,

gdzie p=1-(q to liczba z przedziatu (0,1).

O parametrze ryzyka A wiadomo, Ze:

L. . .a. ..«
e ma on rozklad Gamma o wartosci oczekiwanej — i wariancji —

Oczekiwana liczba szkdd zaszlych w ciagu roku pod warunkiem, ze do konca roku
zgloszono m szkod, a wigc:

E(N|M =m)
WYynosi:

(A) m+Lrnp

£+q

B) m42REMP

£ +q

C) ms2FMP

Aa+q

(D) +a+mp

£a+q

(E) e &m

£+q
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Zadanie 2.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela z zerowa nadwyzka
poczatkowa U (t)=ct — S n()» gdzie:

e cCtjest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

n
e S = ZYi jest suma wartosci n pierwszych szkdd
i=1
e wartosci szkod VY,,Y,,Y,,... sa1.1.d, niezalezne od procesu N (t)
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:
o Pr(Y ef01])=1
e E(Y,)=1/10.
Wiemy tez, ze ¢ > A/10
Wobec tego warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem ze do
ruiny dojdzie) moze przyjmowac rozne wartosci. Przedziat, ktory zawiera wszystkie
te wartos$ci (i nic ponadto) jest postaci:

(A) % ﬂ
(B) 115 g
(©) 21—0 %
(D) % %
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Zadanie 3.

Wiadomo, ze w ubezpieczeniu odpowiedzialno$ci cywilnej wiascicieli motocykli
szkodowos$¢ jest sezonowa. Z do$wiadczen lat ubiegtych wiemy, ze oczekiwana
warto$¢ szkdéd z rocznej polisy wystawionej na jeden motocykl rozktada si¢ na
kwartaly kalendarzowe zgodnie ze wspotczynnikami udzialowymi podanymi w
drugiej kolumnie ponizszej tabeli. W trzeciej kolumnie tabeli podane sa takze kwoty
sktadki przypisanej u pewnego ubezpieczyciela w roku 2008.

Kwartal roku udzial w oczekiwanej Skladka przypisana w
kalendarzowego wartoS$ci szkod w roku roku 2008
Ql 10% 20 tys. zt
Q2 25% 80 tys. 7t
Q3 50% 60 tys. zt
Q4 15% 40 tys. zt

Przy zatozeniach, ze:

e  Wszystkie umowy sa roczne
e Umowy ubezpieczeniowe zawarte w danym kwartale zawierane sa $rednio w

potowie tego kwartatu

e Ryzyko w ciagu danego kwartatu rozklada si¢ rownomiernie
e Kwartaty sa rownej dtugosci
e Rezerwa sktadki na koniec roku 2007 u tego ubezpieczyciela wyniosta 80 tys.

V2

Wartos¢ sktadki zarobionej w roku 2008 wynosi:

(A) 188 tys. zt
(B) 192 tys. zt
(C) 196 tys. zt
(D) 200 tys. zt

(E) 204 tys. zt
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela, a wigc proces:
U(t)=u+(1+0)Aut-S,,,, gdzie:

e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4,

n
e S,=>Y, (lubzero,jesli n=0)
i=1
e Y.Y,,Y;,... to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkltadzie danym na

potosi dodatniej gestoscia: f, (y)= o wartosci oczekiwanej 14,

a+l

(V+Y)

Wiemy, ze parametry procesu wynosza:
1
o =2, 9:§,oraz u=4u,

Prawdopodobienstwo, iz do ruiny dojdzie, i to dojdzie w pierwszym momencie, w
ktorym nadwyzka spadta ponizej poziomu wyjsciowego U, a wiec ze:
3aT > 0 takie, ze:

e U(T)<0 oraz Vte(0,T) U(t)>u

Wynosi:
@
®
© =
®
®
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Zadanie 5.
Liczba szk6éd w ciagu roku w pewnym ubezpieczeniu rowna jest:

N=M, +.+M,, gdzie:

e K,M,,M,,M,,... saniezaleznymi zmiennymi losowymi,
e K oznacza liczb¢ wypadkow, 1 ma rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej 4,
e M, ,M,,M,,.. to liczby szkdd z poszczegdlnych wypadkow - maja one
identyczny rozklad prawdopodobienstwa dany funkcja:
1 c"

Pr(M, :k):m?,

k=12,3,... z parametrem C=1-¢",

Prawdopodobienstwo warunkowe iz w danym roku doszto do jednego wypadku pod
warunkiem, iz wystapity 4 szkody:

Pr(K =N =4)

WYynosi:

(A) 24
A+D(A+2)(A+3)(A+4)

B) °
(A+D(A+2)(A+3)
A+D)(A+2)

(D) 6e"
(A+1)(A+2)(A+3)

(E) 24e”
A+DA+2)(A+3)(A+4)
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Zadanie 6.

W pewnym ubezpieczeniu liczba szkdd, ktore w ciagu t lat wygeneruje ubezpieczony
charakteryzujacy si¢ wartoscia A parametru ryzyka A ma rozklad warunkowy
Poissona z wartoscig oczekiwang At .

Zakladamy, ze rozklad warto$ci parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych
dany jest na potosi dodatniej ggstoscia:

o f,(1)= B 2 exp(—pA).

I'(a)
Wiemy, Ze:
e prawdopodobiefistwo p, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu jednego

roku nie zglosi szkody rowne jest 36/49;
e prawdopodobiefistwo p,, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu dwoch

kolejnych lat nie zgtosi szkody rowne jest 9/16.
Wobec tego warto$ci parametréow (e, /) wynosza:

(A (a,./)=(2,6)
B)  (a.f)=(2.5)
©  (2.0)=(2.4)
D) (&.p)=(13)
E)  (¢.p)=(14%
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Zadanie 7.
N,Y,.Y,,Y,,... to niezalezne zmienne losowe, N ma rozktad Poissona z wartoScia

oczekiwana rowna 10, za$ Y,,Y,,Y;,.. maja identyczny rozklad Pareto o
dystrybuancie okreslonej na potosi dodatniej wzorem:

cr-()

Niech M = max{Yl,Yz,...,YN }, przy czym jesli N =0, to przyjmujemy M =0.
Niech m,,s oznacza taka liczbg, ze Pr(M <m,,)=0.95

Liczba m,,, wynosi (z przyblizeniem do jednej dziesiatej):

(A) 140
(B) 13.0
C) 119
(D) 10.8
(E) 9.7
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Zadanie 8.
X, 1 X, to dwa niezalezne ryzyka o zbiorze mozliwych wartosci {0,1,2,...}. Znamy

warto$ci dystrybuant F,(x) = Pr(X, < x) oraz Fy(x)=Pr(X, + X, < x):

X R (x) Fs(%)
0 0.6 0.18
I 058 0.42
2 0.9 0.63
3 1 0.79

Pr(X, =2) wynosi:

(A) 0
B) 0.1
C©) 02
D) 03
(E) 0.4
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Zadanie 9.

Niech:

e N oznacza liczbg roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,..,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego (numeracja roszczen od 1-go do N-
tego jest catkowicie przypadkowa, nie wynika wigc z chronologii ich zglaszania)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T;,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,,T;,... maja identyczny rozktad wyktadniczy o wartosci

oczekiwanej 1 (jednostka pomiaru czasu jest miesiac)
e zmienna losowa N ma rozktad logarytmiczny dany wzorem:
1 c

Pr(N:k)zm?,

k=12,3,... Z parametrem C € (0,1).

Niech A oznacza zdarzenie, iz w ciagu pierwszych 2 miesi¢cy od zaj$cia wypadku
zgloszono doktadnie jedno roszczenie, a wige 1z:
e doktadnie jedna liczba ze zbioru liczb {T,,T,,...,T, }, jest mniejsza lub réwna 2.

Wartos$¢ oczekiwana liczby roszczen z tego wypadku, a wigc:

E(N|A)
Wynosi:
C
(A) >
e’ —c
e’ —c
B
(B) oc
e’ +c¢
©) >
e’ —cC
e2
(D) >
e’ —c
e’ —c
E
(E) o
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Zadanie 10.

W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z ciaglym, liniowym wzrostem liczby
ryzyk w portfelu, co wyraza zatozenie, iz zmienna T € (0,1) wyrazajaca moment
zaj$cia losowo wybranej szkody z tego portfela w ciagu roku (o ile oczywiscie do
szkody dojdzie) ma rozklad dany gestoscia:

8 4
o fT(t):E-’_Et

Niech D oznacza czas likwidacji szkody (odstep w czasie od momentu zaj$cia szkody
do jej likwidacji, wyrazony w latach). Zmienna ta ma rozktad jednostajny na odcinku

0,1).

Zaktadamy ze zmienne losowe T oraz D sa niezalezne. Oczekiwany czas likwidacji
dla szkody do ktorej doszto w ciagu roku, i ktéra pozostaje nie-zlikwidowana na
koniec tego roku, a wigc:

E(D[T +D>1)

WYynosi:

(A)  19/32 roku

(B)  9/16 roku

(C)  5/8roku

(D) 21/32roku  TAK

(E) 3/4 roku

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 6 kwietnia 2009 r.
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