Prawdopodobienstwo i statystyka 4.10.2010 .

Zadanie 1

Niech X,...,X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o gestosci

F(x)=20xe7%" gdy x>0.
Estymujemy dodatni parametr @ wykorzystujac estymator najwickszej wiarogodnodci
6=0(X,,X,,..X,).
Wyznaczy¢ w przyblizeniu rozmiar probki » taki, zeby

{1228 <001 o035

Postuzy¢ si¢ aproksymacja rozktadem normalnym.

(A) 1000

(B) 49729
(C) 26896
(D) 40000

(E) 38416
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Zadanie 2

Zal6zmy, ze niezalezne zmienne losowe X,,X,,...,X, maja rozktady wyktadnicze o

- X ; 1§ 4
wartosciach oczekiwanych rownych EX, =-, i=12,...,n.
i

Wtedy prawdopodobienistwo P(X, = min{X Xy, X, }) jest rowne
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Zadanie 3
Niech X, X,,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu Pareto o gestosci

p@ (x) = (1 i x)9+1 gdy X > O ;

0 gdy x<0
a 1.,Y,....,Y; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu Pareto o gegstosci

260
L= & *>0,
0 gdy x<0

Wszystkie zmienne sg niezalezne. Parametr 6 >0 jest nieznany. Weryfikujemy hipoteze
H,: 0 =1 przy alternatywie H,: 8>1 za pomoca testu jednostajnie najmocniejszego na

poziomie istotnosci 0,05. Hipoteze H, odrzucamy gdy spelniona jest nieréwnosé

10 5
(A) D In(l+X)+2> In(1+Y)>43,77
i=1 i=1

10 5
(B) D In(l+X,)+2) In(1+Y) <1831
i=1

i=1

10 5
© Dn(+X)+2) In(1+Y) <925
i=1

i=1

(D) 2iln(l +X,)+ Zs‘lln(l +¥)<7,26

i=1 i=1

10 S
(E) 2> In(l+X)+> In(1+Y)>1250

i=1 i=1
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Zadanie 4

Zmienna losowa N ma rozklad geometryczny postaci
P(N=k)= (ljk B dt by
4) 4
Rozwazamy losowa liczbg zmiennych losowych X, X,,..., X, , przy czym zmienne losowe
X, X,,...,X, saniezalezne wzajemnie i niezalezne od zmiennej losowej N. Kazda ze
zmiennych losowych X, ma ten sam rozktad o parametrach

 Ere E(x?)=2, E(x*)=3.

Niech
N
X, gdy N>0
Sy =1< :
0 gdy N=0
: . E(S,-ES,) .
Wspolczynnik skosnosci ——~—H~ jest rowny
(VarSN)
(A) 2,336
B) 2,538
(C) -1,168
D) 1,269
(E) -0,491
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Zadanie 5

Przeprowadzamy wsrdéd wylosowanych osob ankiete na delikatny temat. Ankietowana osoba
rzuca kostka do gry, i w zaleznosci od wyniku rzutu kostka (wyniku tego nie zna ankieter)
podaje odpowiednio zakodowana odpowiedzZ na pytanie:

»Czy zdarzylo si¢ Panu/Pani w roku 2009 da¢ lapowke w klasycznej formie
pieni¢znej, przekraczajacg kwote 100 z1?”

Przyjmijmy, iz interesujaca nas cecha X przyjmuje warto$ci:
e X =1 jesli odpowiedz brzmi ,,TAK”,
e X=0 jesli odpowiedz brzmi ,,NIE”,

Pierwszych 200 oséb udziela odpowiedzi Z,, ..., Z,,, zgodnie z regula:
e Jesli wynik rzutu kostka to liczba oczek rowna 1, 2, 3 lub 4, to:

Z =K,
e jesli wynik rzutu kostka to liczba oczek réwna 5 lub 6, to:
Z =1-X,

Nastepnych 200 os6b udziela odpowiedzi Z,,, ..., Z,, zgodnie z regula:
e jesli wynik rzutu kostka to liczba oczek rowna 1, lub 2 , to:

7=
e jesli wynik rzutu kostka to liczba oczek réwna 3, 4, 5 lub 6, to:
Z,=1-X,

Dla uproszczenia zakltadamy, ze 400 ankietowanych oséb to proba prosta z (hipotetycznej)
populacji o nieskonczonej liczebnosci, a podzial na podproby jest takze catkowicie losowy.
Interesujacy nas parametr tej populacji to oczywiscie

Niech
200 400
“'1=_1_. Z ZzzL. 2.
200 I 200 5o

Estymator parametru ¢ uzyskany metoda najwickszej wiarogodnosci jest réwny

A -Z+2Z,

(B) 221 N Zz

© $-3z+z,
® 2+37-37,
® -3+327-27
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Zadanie 6

O zmiennych losowych X, X,,..., X, o tej samej warto$ci oczekiwanej rownej u oraz tej
samej wariancji réwnej o zaktadamy, iz:

CoV(X,, X,)=p-0* dla ixj.

Zmienne losowe &,¢,,...,5, sa nawzajem niezalezne oraz niezalezne od zmiennych
losowych X, X,,..., X, , i maja rozklady prawdopodobienstwa postaci:

n

1 1

Ple.=1)=Ple. =—|=Ple. =0)=-—.

(81 ) (81 2) (81 ) 3
Wariancja zmiennej losowej S = E & - X, jest rébwna

i=1

n

5 (50'2 +2u’ +3(n- 1),00'2)

A)
(B) %(202 +3(n-1)po?)
©) %(502 + 24 +%(n - l)paz)

(D) %(502 +24% +6(n-1)po?)

(E) %(502 +3(n-1)pc?)
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Zadanie 7

Mamy dwie urny: I i II. Na poczatku do§wiadczenia w kazdej z urn znajduja sie 2 kule biate i
2 czarne. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny - po czym kule wylosowana z urny I
wrzucamy do urny II, a t¢ wylosowana z urny II wrzucamy do urny I. Czynno$é te
powtarzamy wielokrotnie. Granica (przy n—> ) prawdopodobiefstwa, iz obie kule
wylosowane w n-tym kroku sa jednakowego koloru, wynosi:

@ 2
®
© 3
® 2
®
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Zadanie 8

Niech X, X,,...,X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie o

gestosci

Pap (x)= {

be™* gdy x>a
0 gy x<a

gdzie ae R i b>0 sanieznanymi parametrami. Rozwazamy estymator najwiekszej

wiarogodnosci (7,,7,) wektora parametréw (a,b).

Wartosci oczekiwane ET, i ET, sgrdéwne

Ay BT =m ET,=b

nb
[N n
B) ET,=a+— i ET, =
n n-—
(€ BE —get 3 ET, ==
nb n-1
1
D) ET =a+— i ET, =
( ) a a nb b n_2

(E) ET :a+ib i ET,=b

a
n
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Zadanie 9

Zmienne losowe X i Y saniezalezne i zmienna X ma rozklad logarytmiczno-normalny
LN (,LI,O'Z ), gdzie u=1 i o =2, azmienna Y ma rozklad wykladniczy o wartosci

oczekiwanej 2. Niech S =X +Y . Wtedy E(S (X > e) jest rowna

(A)
(B)
©
(D)
(E)

40,17
9,22

21,63
16,44

41,26
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Zadanie 10

Niech X, X,,X;,X,,X; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
wykladniczego o gestosci
e gdy x20

p,l(x)—{ 0 gdy x<0
gdzie 1 >0 jest nieznanym parametrem. Niestety nie obserwujemy zmiennych
Xy Xy Xy, X, X alezmienne ¥ =[X,], i=1,273.4.5, gdzic symbol [x]
oznacza czg$¢ catkowita liczby x (najwigksza liczbe catkowita 7 < x).
Dysponujac probka 1,,Y,,Y,,Y,,Y; weryfikujemy hipoteze H,: A =1, przy
alternatywie H,: A =3 za pomoca testu o obszarze krytycznym
K={1>179},

gdzie A oznacza estymator najwigkszej wiarogodnosci parametru A otrzymany
na podstawie proby losowej 1,Y,,1,,Y,,Y; . Rozmiar tego testu jest réwny
(wybierz najlepsze przyblizenie)

(A) 0,100
(B) 0,156
(C) 0,286
(D) 0,186

(E) 0,050

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 4 pazdziernika 2010 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi’

Yl i BAZTHISKO ) subimssivwnsensonsncsmsnmsnses ssisbinbinmntbusion st dotss

2= c (S S ER U G

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 E
2 D
3 C
4 B
S D
6 A
7 C
8 D
9 E
10 C

* . . . . . . .
Oceniane sg wytacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.

* Wypekia Komisja Egzaminacyjna.
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