Matematyka ubezpieczen majatkowych

29.09.2014 .

Zadanie 1.

Zmienne losowe X, X, sa niezalezne i majg rozktad z atomami:

Pr(X, = 0) = 3/8,
igestoscig:  f(x) =x na przedziale (0, 1).
Wobec tego Pr(X; + X, < 1) wynosi:
(A) 125/192
(B) 120/192
(C) 117/192
(D) 112/192

(E) 89/192
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Zadanie 2.
Pewne ryzyko generuje w kolejnych czterech kwartalach roku szkody o tacznej
warto$ci odpowiednio X,, X,, X; X,. Zmienne losowe X, maja identyczny rozktad

wyktadniczy i s nawzajem niezalezne.

Ubezpieczyciel pokrywa laczng wartos¢ szkod za caly rok, ceduje jednak na
reasekuratora taczna warto§¢ szkod z jednego, wybranego przez siebie ex post
kwartatlu (oczywiscie wybierze najgorszy z nich). Jaki jest udzial sktadki
reasekuracyjnej w sktadce ubezpieczeniowej (obie sktadki policzone sa wedtug ich
wartosci oczekiwanej)?

(A) 19/48
(B) 21/48
(C) 23/48
(D) 25/48
(E) 27/48
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Zadanie 3.

Liczba szkdéd N z pewnego ryzyka ma rozktad Poissona z warto$cig oczekiwang
rowna A, a wartosci kolejnych szkéd VY,,Y,,...,Y, sa zmiennymi losowymi o
identycznym rozktadzie. Zmienne N oraz Y,,Y,, ..., Y, sa niezalezne.

Rozktad wartosci pojedynczej szkody okreslony jest na przedziale (0, 1] 1 ma warto$¢
oczekiwana rowna u € (0,1).

Ubezpieczyciel wystawia na to ryzyko polise z sumg ubezpieczenia 1, z pokryciem
kazdej kolejnej szkody proporcjonalnym do ,,nieskonsumowanej do tej pory” czesci
sumy ubezpieczenia, a wigc:
e za (ewentualng) szkode¢ Y, wyptaca odszkodowanie w petnej wysokosci Y, , po
czym suma ubezpieczenia kurczy si¢ do kwoty (1—Yl)
e za (ewentualng) szkod¢ Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci (1—Y1)-Y2,
po czym aktualna suma ubezpieczenia kurczy si¢ do kwoty (1—Y1)- (l—Yz)
e za (ewentualng) szkode Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci
(1-Y,)-@-Y,)-Y,, po czym aktualna suma ubezpieczenia kurczy si¢ do kwoty
@-Y, 1-Y,)1-Y,), itd.
Sktadka netto za to ubezpieczenie wynosi:

A i)
B) He.fl—e”m)

(C) 1-e™

© e t)

(E) 1-—p-e™
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela postaci:

U(t)=u+c-t-S(t), gdzie:

. s(t)=NZ(t:)Yi ,

e N(¢) jest procesem Poissona z parametrem czestotliwoéci A

e Y,,Y,,... sa wartoSciami kolejnych szkdd, o identycznym rozkladzie
wyktadniczym z warto$cig oczekiwang u

e proces N(¢) i zmienne Y,,Y,,... sa niezalezne

e c=1loraz 1-u<1, (sktadka rowna 1 na jednostke czasu, oczekiwany
przyrost tacznej warto$ci szkdd mniejszy od 1).

Niech O<a<u. Niech

T min{t>0:U(t)<a}, gdy {t>0:U(t)<a}=J;
a_{ % gdy {t>0:U(t)<a}=0,

0=

min{t >0:U(t)<0}, gdy {t>0:U(t)<0}=;
{ % gdy {t>0:U(t)<0}=2.

Prawdopodobienstwo warunkowe:

Pr(Ty = To|Ty < )
WYNOsi:

o off]

B) ep[-alu]
©)  epl[-ai]

(D) exp[-ailu]

o ol
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Zadanie 5.

W pewnym rodzaju ubezpieczenia kazde ryzyko generuje szkode (co najwyzej jedna)
z takim samym prawdopodobienstwem. Jesli do szkody z pewnego ryzyka dojdzie, a
warto$¢ parametru B dla tego ryzyka wynosi g, to warto$¢ tej szkody jest zmienng
losowa o gestosci:

fY\B:ﬂ (y) =p-e’.

Populacja ryzyk charakteryzuje si¢ duzym zréznicowaniem. Parametr ryzyka B ma w tej
populacji rozklad jednostajny na przedziale (O, 1). Rozktad wartosci szkody z losowo

wybranego ryzyka z tej populacji, pod warunkiem ze to ryzyko wygenerowato
szkodg, dany jest gestoscia:

1 -y
(A) fY(y)=;-(1—e )

® f, (y)=%~(1—e‘y)

©) fY(y)=%-(1—y’e‘y)

®) fY(y)=§~(1—e‘y—y-e‘y)

©) fY(y)=%-(1—ey—y-ey)
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Zadanie 6.

Rozwazmy portfel sktadajacy si¢ z n jednakowych, niezaleznych ryzyk. Dla kazdego
z tych ryzyk moze wystapi¢ co najwyzej jedna szkoda, a prawdopodobienstwo jej
wystapienia wynosi (. Jesli do szkody dojdzie, to jej wartos¢ jest zmienng losowg o
gestosci:

Lt x>0
() =1 @+ x)’
0 x<0

Niech M oznacza najwicksza ze szkdd z tego portfela (lub zero, jesli taczna liczba
szkod wyniosta zero).
Jesli przyjmiemy:

n =16, oraz

q=0.424,

to mediana zmiennej M w przyblizeniu wyniesie:
(A) 4

B) 5

€ 7

D) 9

(E) 13
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Zadanie 7.

Dla rozktadu liczby szkod N € {0,1,2,3, ... } spetnione jest rownanie rekurencyjne:
Pr(N = n) = (a + S) Pr(N=n—-1), n=123,...

Niech p,(a, b) wyraza prawdopodobienstwo iz nie zajdzie zadna szkoda jako funkcje

parametréw rownania a i b.
Wobec tego py(—2, 10) wynosi:

(A)  1/243
(B) 1/81
(C)  32/243
(D) 16/81

(E) nieistnieje takie nieujemne p,, dla ktoérego zadane rownanie rekurencyjne
przy podanych warto$ciach a oraz b generuje dopuszczalny ciag prawdopodobienstw
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Zadanie 8.

Liczby szkod N,,...N,,N,,;,N,,, w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartosci
parametru A = A, warunkowo niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie Poissona z warto$cia oczekiwang A . Niech N =N, +...+ N, . Parametr A

jest zmienng losowa o rozktadzie gamma o gesto$ci:

f(i):ﬁ—-ﬂ‘“ e 1>0
I(a)
z parametrami (a, ) o wartoséciach dodatnich.
Warunkowa kowariancja
coV(Niy1, Neiz2I Ny, No, o, Ni)

Wynosi:

& G

o o

© Gy
O Ty
o s
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Zadanie 9.

W pewnym ubezpieczeniu liczba szkod, ktore w ciggu t lat wygeneruje ubezpieczony
charakteryzujacy si¢ wartoscig A parametru ryzyka A jest procesem Poissona o
intensywnos$ci A (rocznie).

Zaktadamy, ze rozktad wartoSci parametru ryzyka A w populacji wszystkich
ubezpieczonych (tak naszych, jak i tych, ktorzy ubezpieczajg si¢ u konkurentow) dany
jest na potosi dodatniej gestoscia:

f,(1)= %W ep(~f7), gizie (a,f)=(2,9)

Zatézmy, ze w pierwszym roku tak nasza firma, jak 1 firmy konkurencyjne
proponowaty wszystkim ubezpieczenie w zamian za t¢ samg sktadke. W drugim roku
nasza firma kontynuuje praktyke z roku poprzedniego, natomiast konkurenci
wprowadzili sktadki nizsze od przecigtnej za bezszkodowy przebieg ubezpieczenia w
pierwszym roku, za§ wyzsze od przeci¢tnej odpowiednio dla ubezpieczonych, ktorzy
mieli w pierwszym roku szkody. Zaktadajac, ze wszyscy ubezpieczeni wybiorg tego
ubezpieczyciela, ktory jest dla nich tanszy, oczekiwana czgstotliwos¢ szkéd w drugim
roku (w przeliczeniu na jednego ubezpieczonego) w naszej firmie wzro$nie w
stosunku do pierwszego roku o:

(A)  ponad 52%

(B)  wskaznik mieszczacy si¢ pomiedzy 48% a 52%
(C)  wskaznik mieszczacy si¢ pomiedzy 44% a 48%
(D)  wskaznik mieszczacy si¢ pomiedzy 40% a 44%

(E)  mniej niz 40%
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Zadanie 10.
Niech N oznacza liczbe szkod zasztych w ciggu roku z pewnego ubezpieczenia, z
czego:
e M to liczba szkod zgloszonych przed koncem tego roku
e K to liczba szkod ktore zostang zgloszone w ciggu lat nast¢gpnych.
Liczba szkodd zgloszonych przed koncem roku:

M=M;+M,+--+ My
Jest sumg sktadnikow, z ktérych kazdy przyjmuje wartos$¢ jeden gdy dang szkode
zgloszono w ciggu roku, za$ zero, gdy zgloszenie nastapito pdznie;.
Przyjmujemy, ze M ma rozktad ztozony (a wiec liczba sktadnikow oraz wartos¢

kazdego z nich to niezalezne zmienne losowe, zas wszystkie sktadniki majg ten sam
rozktad).

Zatézmy, ze liczba szkod zasztych N ma rozktad dwumianowy o parametrach

(n,q) = (10, é), z warto$cig oczekiwang rowna 4, za$ zmienna wskazujaca na
zgloszenie szkody w ciggu danego roku ma takze rozklad dwumianowy o parametrach
(n,q) = (1, %), a wigc prawdopodobienstwo zgloszenia szkody w ciggu roku wynosi

Y.
Wobec tego warunkowa warto$¢ oczekiwana E (K|M = 3) wynosi:

A 16/7
(B) 15/7
€ 2
(D) 13/8
(E) 74

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 29 wrze$nia 2014 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 D
3 C
4 C
5 E
6 D
7 B
8 A
9 D

10 E

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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