Matematyka ubezpieczen majatkowych

8.12.2014r.

Zadanie 1.

Zmienne losowe X;, X, sa niezalezne i majg taki sam rozktad z atomami:

Pr(X, = 0) = 6/10,
Pr(X, = 1) = 1/10,
igestoscig:  f(x) = 3/10 na przedziale (0, 1).
Wobec tego Pr(X; + X, < 5/3) wynosi:
(A) 0.960
(B) 0.965
(C) 0.970
(D) 0.975

(E) 0.980
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Zadanie 2.
Pewien podmiot posiada wyjsciowy majatek o warto$ci W, 1 narazony jest na strate X.
Strata X jest zmienng losowa o rozktadzie dwupunktowym:

e Pr(X=1)=q, Pr(X=0)=1-q
Podmiot ten postgpuje racjonalnie, a w swoich decyzjach kieruje si¢ maksymalizacja
oczekiwanej uzytecznos$ci, przy czym jego funkcja uzytecznos$ci jest postaci:

* u(x)=-exp(-x).

Rynek ubezpieczeniowy oferuje kontrakty ubezpieczeniowe wyptacajace aX za
szkod¢ w wysokosci X dla dowolnych « e (0,1], w zamian za sktadke w wysokosci
@A+ 6)oE(X).

Jesli zatozymy, ze 60 =25%, za§ q=20%, wtedy dla podmiotu, o ktorym mowa,
optymalny poziom parametru & wynosi (wybierz najlepsze przyblizenie):

(A)  67%
(B) 71%
C) 73%
(D)  76%
(E) 78%



Matematyka ubezpieczen majatkowych 8.12.2014r.

Zadanie 3.

Niech T oznacza moment zaj$cia szkody, zas§ T +X moment jej likwidacji.
Zaktadamy, ze moment zajScia szkody T jest zmienng losowa o rozkladzie
jednostajnym na odcinku (0,t,), za$ okres czasu X, jaki uptywa od zajscia do
likwidacji szkody, jest zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym z wartoscig
oczekiwang rowng 2. Zaktadamy, ze zmienne losowe T oraz X sg niezalezne.
Warunkowa warto$¢ oczekiwang E(X|X + T > t,,) interpretujemy jako oczekiwany
catkowity czas likwidacji takiej szkody, ktéra w momencie czasu t, wcigz oczekuje
na likwidacjg.

Granica lim; o E(X|X + T > t;) wynosi:

A 2
(B) 5/
) 3
D) 72
E) 4
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Zadanie 4.

W pewnym ubezpieczeniu proces pojawiania si¢ szkod jest procesem Poissona z
oczekiwang liczbg szkod w ciggu roku réwng 2, a wartosci pojedynczych szkod
(niezalezne nawzajem i od procesu pojawiania si¢ szkod) majg rozktad jednostajny na
przedziale (0,1).

Ubezpieczony stosuje nastepujaca strategie zglaszania szkéd w ciggu roku:

e Nie zgtasza szkod, dopoki nie zdarzy mu si¢ szkoda o wartosci przekraczajacej 2

o Zglasza pierwsza szkode, ktora przekroczyta warto§¢ ', po czym zglasza
ewentualne nast¢pne szkody bez wzgl¢du na to, jaka jest ich wartos¢.

Charakter ubezpieczenia jest przy tym taki, ze decyzja o niezgloszeniu danej szkody
jest nieodwotalna — nie ma wigc mozliwosci zgloszenia danej szkody dopiero wtedy,
kiedy zajdzie ktoras z nastepnych szkod.

Oczekiwana liczba szkod zgtoszonych w ciggu roku z tego ubezpieczenia wynosi (z
dobrym przyblizeniem):

(A) 137
(B) 1.30
C) 123
(D) 117
(E) 111
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Zadanie 5.
Warunkowy rozktad wartosci szkdd generowanych przez pojedyncze ryzyko z pewnej
populacji przy danej wartosci A parametru ryzyka A jest zlozonym rozkladem
Poissona:

e 7z oczekiwang liczbg szkod rowna A, oraz

e 7z wartoscig oczekiwang pojedynczej szkody rowna (10 + 1)
Rozklad parametru ryzyka A w populacji jest rozktadem Gamma o warto$ci
oczekiwanej rownej 3/10 oraz wariancji rownej 3/100.
Losujemy z tej populacji (catkowicie przypadkowo) n ryzyk, ktoére nastepnie generuja
N,, szkdd o tacznej wartosci S,,. Rozwazmy zachowanie si¢ zmiennej losowej S,,/N,, ,
okreslonej oczywiscie o ile liczba szkdd jest wieksza od zera.

Granica lim,,,, E (1‘?’—” N, > O) WYNOsSi:
(A) 10.12
3
(B) 10 o
(C) 1030
4
(D) 10 o
(E) 10.40
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Zadanie 6.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem cigglym:

e skumulowana wartos¢ szkod S(t) jest procesem ztozonym Poissona, w ktorym
intensywno$¢ pojawiania si¢ szkod wynosi A =300, za$ rozktad wartosci
pojedynczej szkody dany jest na potosi dodatniej gestoscia:

f, ()= [op(-x/4) - op(-x/8]

e intensywnos$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciggly) wynosi ¢ = 2500,
Wiadomo, ze przy takich zatozeniach funkcja prawdopodobienstwa ruiny (jako
funkcja wysokos$ci nadwyzki poczatkowej U) jest postaci:

‘P(U) =8 EXp(_ rlu)+ a, eXp(_ rzu)v

Suma parametrow tego wzoru (a, +a, ) wynosi:

@ 2
® 2
© 3
© =
®
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Zadanie 7.
Wiemy, ze rozktad liczby szkéd N okre$lony na zbiorze {0,1,2,3, ... } jest rozktadem
niezdegenerowanym, a cigg prawdopodobienstw tego rozktadu spetnia rownanie
rekurencyjne:

e P(N=n)=(a+2)Pr(N=n—-1), n=123,..
Wobec tego wariancja zmiennej losowej N dana jest wzorem:

n =
® =
©
O)

(E) zaden z powyzszych wzorow nie pokrywa wszystkich przypadkow rozktadow
niezdegenerowanych spetniajacych podane rownanie rekurencyjne
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Zadanie 8.

Kierowca, ktorego charakteryzuje warto$¢ q parametru ryzyka Q, zglasza szkody
(jedna lub wiecej) w ciggu roku z prawdopodobienstwem Q, za$ nie zglasza szkod z
prawdopodobienstwem p = 1 — q, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach sa
zdarzeniami niezaleznymi. Jesli kierowceg z tej populacji przypadkowo wylosujemy,
to charakteryzujacag go warto$¢ parametru ( traktujemy jako realizacj¢ zmiennej
losowej Q. Populacja jest niejednorodna, w zwigzku z czym var(Q) > 0.

Zaktadamy, ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikaja, nowi si¢ nie
pojawiajg). Kierowcy migrujg pomiedzy klasami bardzo prostego, 3-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktory w danym roku zgtosit
jedng lub wiecej szkdd, laduje w roku nastepnym w Klasie pierwszej (z najwyzsza
sktadka). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:

e Laduje w klasie drugiej, o ile w danym roku byt w klasie pierwszej;

e Laduje w klasie trzeciej, o ile w danym roku byt w klasie drugiej lub trzecie;j.

Na podstawie obserwacji ustalilismy, ze frakcja kierowcoOw z tej populacji
przebywajacych w klasie pierwszej wynosi 20%, w klasie drugiej 8%, za§ w klasie
trzeciej 72%. Oczywiscie pomingliSmy przy tym obserwacje z pierwszych paru lat
funkcjonowania systemu bonus-malus, kiedy przynalezno$¢ do klasy zalezala jeszcze
od klasy startowej.

Jesli przyjmiemy, ze nasze oceny 20%, 8% oraz 72% nie sg obarczone bledem, to
wynika z tego, ze var(Q) wynosi:

(A) 0.08
(B) 0.07
(C) 0.6
(D) 0.05
(E) 0.4
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Zadanie 9.
Modelujemy przebiegajacy w czasie proces $ciggania naleznosci regresowych przez
ubezpieczyciela. Niech T oznacza zmienng losowa o rozktadzie:

e ciaglym na przedziale (O,+oo)

e 7 pewng masg prawdopodobienstwa w punkcie + oo,
reprezentujgcg czas S$ciggnigcia nalezno$ci regresowej (liczony od momentu
powstania prawa do regresu). Niech f., F; oraz h, oznaczaja odpowiednio funkcje

gestosci, dystrybuante oraz funkcje hazardu zmiennej T. Dystrybuancie oraz funkcji
hazardu nadajemy nast¢pujaca interpretacje:

t
e F(t)= j f.(s)ds to wskaznik $ciggalnosci do czasu t (oczywiscie F;(0)=0)
0

e IlimF (t) = Pr(T < oo) to wskaznik $ciggalno$ci ostatecznej,

t—oo

fo(t . . . . .
e N (t) = #(zt) dla t >0 to nat¢zenie procesu Sciggania (gestos¢ Sciggania
- T
naleznosci, ktore do momentu t pozostaja jeszcze nie $ciggnigte)

Zatézmy, ze natgzenie procesu $ciggania dane jest funkcja hazardu okre§long na
polosi dodatniej nastepujaco:

. ht)= o
2+exp(t)

Wtedy wskaznik $ciggalnosci ostatecznej wynosi:
A 1

(B) 3/4

C) 213

(D) 1/2

(E) 1/3
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Zadanie 10.
Niech N oznacza liczbe szkdd zasztych w ciggu roku z pewnego ubezpieczenia, z
czego:
e M to liczba szkod zgtoszonych przed koncem tego roku,
e K to liczba szkod ktore zostang zgltoszone w ciggu lat nastgpnych,
e Zachodzi oczywiscie N = M + K.
Liczba szkdd zgtoszonych przed koncem roku:

o M=Z7,+27Z,+-+Zy,
jest sumg sktadnikow, z ktorych kazdy przyjmuje warto$¢ jeden gdy dang szkode
zgloszono w ciggu roku, za$ zero, gdy zgloszenie nastapito pdzniej. Przyjmujemy, ze
zmienne losowe N,Z,,Z,,Z5,... sa niezalezne, oraz iz Z,,Z,,Zs, ... majg taki sam
rozktad:

e Pr(Z;=1)=1/4, Pr(Z;=0)=3/4.

Jesli teraz zatozymy, ze liczba szkod zasztych w ciggu roku ma rozktad ujemny
dwumianowy o postaci:
2 n
e Pr(N=n)=(n+1) (g) (3). n=012..,
to prawdopodobienstwo warunkowe Pr(K = 1|M = 1) wyniesie:

(A) 9/128
(B)  9/64
(C) 27/128
(D)  81/256
() 81/128

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 8 grudnia 2014 r.
Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 B
2 B
3 E
4 A
5 E
6 D
7 C
8 A
9 C

10 D

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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