Prawdopodobiehstwo i statystyka 8.12.2014r.

Zadanie 1

Mamy 5 niezaleznych prébek z tego samego rozktadu normalnego N(,u,az) z
nieznang wartoécia oczekiwana u i znang wariancja o, przy tym kazda z tych
probek ma t¢ samg liczebno$¢ n. Dla kazdej z 5 préobek oddzielnie wyznaczamy w
standardowy sposob przedzial ufnosci. Niech

X, —084165/vn , X, +0,84165 /]

bedzie przedziatem obliczonym na podstawie i -tej probki.

Nastepnie, przedzial ufnosci oparty na wszystkich 5n obserwacjach wyznaczamy w
sposob niestandardowy: za $rodek przedziatu wybieramy mediane

m =med(X,, X,, X5, X,, X;)
Oblicz
¢ =Pr(m—0,84160/n < 11 <m+084165//n)

(z doktadnoscia do 0,001).

(A) c=0,942
(B) c=0,884
(C) ¢=0,995
(D) c=0,987

(E) c¢=0,800
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Zadanie 2
Niech X, X,,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu o
gestosci
2 1
0 gdy xeg(0D).
n 3
Niech T, =] X

i=1
Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?

(A lim P{(T, - e)v/n > 2e}=0,023

B ImP{T,—e"| Jn>e}=0,32

(©)  lmP{T, <e}=1

(D)  limP{T,—e"| Jn >2e73=0,046

() limP{(T, - e)v/n >2e1}1=0,023
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Zadanie 3

Zatézmy, ze dysponujemy pojedynczg obserwacja X z rozkladu Laplace’a L(,u,l) 0
gestosci

1 | X —u]
e =§exp[—7j,

gdzie zeR, A >0 sgnieznanymi parametrami.
Rozwazmy zadanie testowania hipotezy
Ho:u=11 A=2
przeciw alternatywie
H:u=2 1 iA=L
Najmocniejszy test na pewnym poziomie istotnosci jest postaci

Odrzué H,, gdy xe (%,bj.
Moc tego testu jest rowna
(A) 0,642
(B) 0,458
(C) 0,542
(D) 0,358

(E) 0,858
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Zadanie 4

Zmienne losowe N,Z,,Z,,....Z.,... i (X,Y)),(X,,Y,),...,(X.,Y,),... sa niezalezne.
Kazda ze zmiennych losowych Z;, ma jednakowy rozkiad prawdopodobienstwa
jednostajny na przedziale (0,1). Kazda ze zmiennych losowych (X,;,Y;) ma
jednakowy rozktad prawdopodobienstwa taki, ze EX; =EY, =3 i VarX; =VarY; =2 i
wspolczynnik korelacji Corr(X,,Y;)=0,5. Zmienna losowa N ma rozktad ujemny
dwumianowy postaci

P(N =n) = &NGTGJ ody n=012,. ..

N N
Niech S, => ZX; i Ty =>.ZY,,9dy N>0.Gdy N=0,t0 S, =T, =0.
i=1 i=1

Wtedy wariancja zmiennej W =S, +T,, jest rowna

(A) 18
(B) 125
©) 17
D) 9
(E) 10
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Zadanie 5

Niech  X;,X,,..., X4, Y,Y,,...,Y,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie Pareto o gestosci

0
— x>0
Ps(¥) =1 L+ x)" ody
0 w przeciwnymprzypadku

gdzie €>0 jest nieznanym parametrem. Osobno, na podstawie prob losowych
X Xy Xg 1 Y,Y,,.., Y0, WyzZnaczono estymatory najwiekszej wiarogodnosci T,
i T, parametru 4.

Prawdopodobiefistwo P(T, <T, ) jest rowne

(A)  0,4827
(B) 0,5247
(C) 05173
(D) 0,4753
(E)  0,4649
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Zadanie 6

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowg zmienng losowg o funkcji gestosci
2

fy)=1r
0 w przeciwnymprzypadku

gdy x>0 i x*+y*<1

Niech Z :§ i V = X?+Y?. Wtedy taczny rozktad zmiennych Z, V jest taki, ze

(A) EZ=0
(B)  funkcja gestoSci rozktadu brzegowego zmiennej Z wyraza si¢ wzorem

2
g(Z) = m dla ze (0,+OO)

©) mediana rozktadu brzegowego zmiennej Z jest rOwna V2

(D)  zmienne ZiV sg zalezne

(E)  kwantyl rzedu 0,25 rozktadu brzegowego zmiennej Z jest rowny —1.
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Zadanie 7

Zatozmy, ze X,,..., X,,... jest ciagiem niezaleznych, dodatnich
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie o gestosci

f(x) = xexp(—x) dla x>0.

Niech S, =01 S, =X, +...+ X, dla n>0. Okre§lmy zmienng losowa N w
nastepujacy sposob:

N =max{n>0:S, <4}

Oblicz P(N = 2).
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Zadanie 8

Niech X,,X,,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie normalnym N(m,2). Parametr m jest nieznany i jest realizacja zmiennej
losowej o rozktadzie normalnym N(L4). Wyznaczamy estymator bayesowski
parametru m przy funkcji straty LINEX danej wzorem

L(m,a)=e"*—-(m-a)-1,
gdzie a oznacza warto$¢ estymatora.

Witedy ryzyko a posteriori estymatora bayesowskiego jest rOwne

(A) 1125
(B) 0,160
(C) 0,040
(D) 0,080
(E) 0,842
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Zadanie 9

Obserwujemy niezalezne zmienne losowe X, X,, X5, X,,Y,,Y,,Y;,Y,,Ys,Ys . Zmienne
losowe X, X,, X5, X, majg ten sam rozklad o dystrybuancie F,, a zmienne losowe
Y1,Y5,Y5,Y,,Ys,Ys maja ten sam rozklad o dystrybuancie F, . Dystrybuanta  F,
spetnia warunek

F.(X)=F(x-pn)
dla pewnej ustalonej, nieznanej, ciaglej, Scisle rosngcej dystrybuanty F.
Weryfikujemy hipotez¢ H, : 1 =, przy alternatywie H,: g4 > s, stosujac test o
obszarze krytycznym

K={S:S>19},
gdzie S jest suma rang tych sposréd zmiennych X, X,, X5, X,, w probce ztozonej
ze wszystkich obserwacji ustawionych w cigg rosnacy, ktére sa wigksze od
max{Y,,Y,,Y;,Y,,Ys,Ys} . Wyznaczy¢ rozmiar testu.
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Zadanie 10

ELancuch Markowa ma trzy stany: E , E,, E;, 1 macierz przejscia

12

3 3

111

4 4 2

141

12 2]
Niech X, oznacza stan, w ktérym znajduje si¢ tancuch po dokonaniu n krokow,
n=0J1... . Funkcj¢ f na zbiorze stanow okreslamy wzorem: f(E;)=i-1 dla
1=123.

Niech c=IlimCov[f(X,), f(X,.,,)]. Granica c jest rowna
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Egzamin dla Aktuariuszy z 8 grudnia 2014 r.
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" Oceniane sa wyltacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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